
AppellF1

Notations

Traditional name

Appell hypergeometric function F1

Traditional notation

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L
Mathematica StandardForm notation

AppellF1@a, b1, b2, c, z1, z2D

Primary definition
07.36.02.0001.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L � â
k=0

¥ â
l=0

¥ HaLk+l Hb1Lk Hb2Ll z1
k z2

l

HcLk+l k ! l!
�;  z1¤ < 1 ì  z2¤ < 1

Specific values

Specialized values

Values at Hz1, z2L � H0, 0L
07.36.03.0001.01

F1Ha; b1, b2; c; 0, 0L � 1

Values at z2 � 0

07.36.03.0002.01

F1Ha; b1, b2; c; z, 0L � 2F1Ha, b1; c; zL
Values at z2 � 1

07.36.03.0003.01

F1Ha; b1, b2; c; z, 1L � 2F1Ha, b2; c; 1L 2F1Ha, b1; c - b2; zL
Values at z2 � ±z1

07.36.03.0004.01

F1Ha; b1, b2; c; z, zL � 2F1Ha, b1 + b2; c; zL



07.36.03.0005.01

F1Ha; b1, b1; c; z, -zL � 3F2

a + 1

2
,

a

2
, b1;

c + 1

2
,

c

2
; z2

Values at fixed points

For fixed a, b1, b2, z1, z2

07.36.03.0006.01

F1Ha; b1, b2; b1 + b2; z1, z2L � H1 - z2L-a
2F1 a, b1; b1 + b2;

z1 - z2

1 - z2

For fixed z1, z2

07.36.03.0011.01

F1Ha; b1, b2; a - n; z1, z2L - H1 - z1L-b1 H1 - z2L-b2 â
k=0

n â
l=0

n-k H-nLk+l Hb1Lk Hb2Ll

Ha - nLk+l k ! l!
 

z1

z1 - 1

k z2

z2 - 1

l �; n Î N

07.36.03.0012.01

F1 n +
1

2
; n -

1

2
,

1

2
; n +

3

2
; z1, z2 �

H2 n + 1L z2

-
1

2

J- 1

2
N
n

¶n EJsin-1I z2 N Ë z1

z2
N

¶z1
n

07.36.03.0013.01

F1 n +
1

2
; n +

1

2
,

1

2
; n +

3

2
; z1, z2 �

2 n + 1

J 1

2
N
n

z2

¶n FJsin-1I z2 N Ë z1

z2
N

¶z1
n

�; n Î N

07.36.03.0014.01

F1 n +
1

2
; n + 1, 1; n +

3

2
; z1, z2 �

2 n + 11

2 n!
 â
m=0

n H-1Ln-m HmL2 Hn-mL
Hn - mL ! I2 z1 N2 n-m

 H-1Lm tanh-1I z1 N m! KI z1 - z2 N-m-1
+ I z1 + z2 N-m-1O +

â
j=0

m m

j
H-1Lm- j Hm - jL !

1

I z1 + z2 N- j+m+1
+

1

I z1 - z2 N- j+m+1

â
k=0

j-1 k ! H- j + 2 k + 2L2 H j-k-1L H1 - z1L-k-1

H j - k - 1L ! I2 z1 N j-2 k-1
- H-1Ln H2 n + 1L z2 tanh-1I z2 N Hz1 - z2L-n-1 �; n Î N

07.36.03.0007.01

F1

1

2
;

1

2
, -

1

2
;

3

2
; z1, z2 �

1

z1

 E sin-1I z1 N z2

z1

07.36.03.0008.01

F1

1

2
;

1

2
,

1

2
;

3

2
; z1, z2 �

1

z1

 F sin-1I z1 N z2

z1
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07.36.03.0009.01

F1

1

2
;

1

2
,

1

2
;

3

2
; z1, z2 �

1

z1

 sn-1 z1

z2

z1

07.36.03.0015.01

F1

1

2
; 1, 1;

3

2
; z1, z2 �

tanh-1I z1 N z1 - tanh-1I z2 N z2

z1 - z2

07.36.03.0016.01

F1

3

2
;

1

2
, 1;

5

2
; z1, z2 �

3

z1 z2

1

z2-z1

z1

 tanh-1
z1

1 - z1

 
z2 - z1

z1

- sin-1I z1 N

07.36.03.0017.01

F1

5

2
;

1

2
, 1;

7

2
; z1, z2 �

5

4 z1 z2
2

4

z2-z1

z1

tanh-1
z1

1 - z1

 
z2 - z1

z1

- 2 sin-1I z1 N z2

z1

+ 2 +
2 1 - z1 z2

z1

07.36.03.0018.01

F1 n +
1

2
;

1

2
, 1; n +

3

2
; z1, z2 �

2 n + 1

z1

 
z2

-n

z2

z1
- 1

 tanh-1

z1
z2

z1
- 1

1 - z1

- 2-n z1
-n â

j=0

n-1 H-1L j n

j + 1

z2 - 2 z1

z2

j+1 â
i=0

j+1
j + 1

i
z1

i Hz2 - 2 z1L-i â
q=0

f i-1

2
v

1

q!
 

i - 1

2 q

1

2 q
z1

-2 q 2 z1 - z2

z1

i-2 q-1

z2
2 q

2 sin-1I z1 N + 1 - z1 z1 â
p=1

q Hp - 1L ! H1 - 2 z1L2 p-1

J 1

2
N

p

+

â
q=0

f i

2
v-1

22 q+1 i - 1

2 q + 1
q! H1 - z1Lq+

1

2 z1

-q-
1

2
2 z1 - z2

z1

i-2 q-2

z2
2 q+1 â

p=0

q 2-2 p H1 - 2 z1L2 p H1 - z1L-p z1
-p

p! J 3

2
N
q-p

07.36.03.0019.01

F1

3

2
; 2, 1;

5

2
; z1, z2 �

3

2 H1 - z1L z1 Hz1 - z2L2
 J z1 J-2 tanh-1I z2 N z2 Hz1 - 1L + z1 - z2N + tanh-1I z1 N Hz1 - 1L Hz1 + z2LN

07.36.03.0020.01

F1

5

2
; 3, 1;

7

2
; z1, z2 �

5

8 Hz1 - 1L2 z1
3�2 Hz1 - z2L3

Jtanh-1I z1 N I3 z1
2 + 6 z2 z1 - z2

2M Hz1 - 1L2 +

z1 J5 z1
3 - 3 H2 z2 + 1L z1

2 + z2 Hz2 + 2L z1 - 8 tanh-1I z2 N Hz1 - 1L2 z2 z1 + z2
2NN
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07.36.03.0010.01

F1

1

2
;

1

2
, 1; 1; z1, z2 �

2

Π
 PHz2 È z1L

07.36.03.0021.01

F1 1; -
1

2
, 1; n +

3

2
; z1, z2 � H2 n + 1L H-1Ln-1

z2 - z1

z2 - 1
tanh-1

z2 - z1

z2 - 1
H1 - z2Ln z2

-n-1 +
H-1Ln H1 - z1Ln+1

n! H1 - z2L

â
m=0

n-1 Hm + 1L 2m-2 n z1

m+1

2
-n H2 n - m - 2L !

Hn - m - 1L !
z1 -

z2 - z1

z2 - 1

-m-2

+
z2 - z1

z2 - 1
+ z1

-m-2

tanh-1I z1 N -

â
j=0

m H-1L j

j + 1
 z1 -

z2 - z1

z2 - 1

j-m-1

+
z2 - z1

z2 - 1
+ z1

j-m-1 â
k=0

j 2 j-2 k H1 - z1L- j+k-1 z1

j

2
-k H j - kL !

H j - 2 kL ! k !

General characteristics

Some abbreviations

07.36.04.0001.01

NT H8a1, a2<L � Ø H-a1 Î N ê -a2 Î NL
Domain and analyticity

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L is an analytical function of a, b1, b2, c, z1, z2, which is defined in C6. For fixed a, b1, c, z1, z2,

it is an entire function of b2. For fixed a, b2, c, z1, z2, it is an entire function of b1. For fixed b1, b2, c, z1, z2, it is an

entire function of a. For negative integer a, F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L degenerates to a polynomial in z1, z2. For nega-

tive integer bk, F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L degenerates to a polynomial in zkof order -bk, 1 £ k £ 2.

07.36.04.0002.01Ha * b1 * b2 * c * z1 * z2L �F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L � HC Ä C Ä C Ä C Ä C Ä CL �C

Symmetries and periodicities

Mirror symmetry

07.36.04.0003.01

F1Ia; b1, b2; c; z1, z2M � F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L �; z1 Ï H1, ¥L ì z2 Ï H1, ¥L
Permutation symmetry

07.36.04.0004.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L � F1Ha; b2, b1; c; z2, z1L
Periodicity

No periodicity

Poles and essential singularities
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With respect to zk

For fixed a, bk, c, in nonpolynomial cases (when Ø H-a Î N ê -bk Î NL), the function F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L does not have

poles and essential singularities with respect to zk, 1 £ k £ 2.

07.36.04.0005.01

Singzk
HF1Ha; b1, b2; c; z1, z2LL � 8< �; NT H8a, bk<L ì 1 £ k £ 2

For negative integer a or bkand fixed c, z j, j ¹ k, the function F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L is a polynomial and has pole of order

-aor -bkat zk = ¥� , 1 £ k £ 2.

07.36.04.0006.01

Singzk
HF1Ha; b1, b2; c; z1, z2LL � 88¥� , -Α<< �;

I-a Î N+ ì Α � aM ê I-bk Î N+ ì Α � bkM ê I-a Î N+ ì -bk Î N+ ì Α � minH-a, -bkLM ì 1 £ k £ 2

With respect to c

For fixed a, b1, b2, z1, z2, the function F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L has an infinite set of singular points with respect to c:

a) the points c � - k �; k Î N are the simple poles with residues H-1Lk

k! 2F
�

1Ha, b; -k; zL;
b) c � ¥�  is the point of convergence of poles, which is an essential singular point.

07.36.04.0007.01

SingcHF1Ha; b1, b2; c; z1, z2LL � 888-k, 1< �; k Î N<, 8¥� , ¥<<
07.36.04.0008.01

rescHF1Ha; b1, b2; c; z1, z2LL H-kL �
H-1Lk

k !
2F

�
1Ha, b; -k; zL �; k Î N

With respect to bk

The function F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L does not have poles and essential singularities with respect to bk, 1 £ k £ 2.

07.36.04.0009.01

Singbk
HF1Ha; b1, b2; c; z1, z2LL � 8< �; k Î 81, 2<

With respect to a

The function F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L does not have poles and essential singularities with respect to a.

07.36.04.0010.01

SingaHF1Ha; b1, b2; c; z1, z2LL � 8<
Branch points

With respect to zk

For fixed a, bk, c, in nonpolynomial cases (when Ø H-a Î N ê -bk Î NL), the function F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L has for fixed

z1or fixed z2two singular branch points with respect to z2or z1: zk � 1, zk � ¥� , k = 1, 2.

07.36.04.0011.01

BPzk
HF1Ha; b1, b2; c; z1, z2LL � 81, ¥� < �; NT H8a, bk<L ì k Î 81, 2<
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07.36.04.0012.01

Rzk
HF1Ha; b1, b2; c; z1, z2L, 1L � log �; c - a - bk Î Z ê c - a - bk Ï Q ì NT H8a, bk<L ì k Î 81, 2<

07.36.04.0013.01

Rzk
HF1Ha; b1, b2; c; z1, z2L, 1L � s �; c - a - bk �

r

s
í r Î Z í s - 1 Î N+ í gcdHr, sL � 1 í NT H8a, bk<L í k Î 81, 2<

07.36.04.0014.01

Rzk
HF1Ha; b1, b2; c; z1, z2L, ¥� L � log �; a - bk Î Z ê Ø Ha Î Q ì bk Î QL ì k Î 81, 2<

07.36.04.0015.01

Rzk
HF1Ha; b1, b2; c; z1, z2L, ¥� L � lcm Hs, uL �; a �

r

s
í bk �

t

u
í 8r, s, t, u< Î Z í

s > 0 í u > 0 í lcmHs, uL ¹ 1 í gcdHr, sL � 1 í gcdHt, uL � 1 í NT H8a, bk<L í k Î 81, 2<
With respect to c

The function F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L does not have branch points with respect to c.

07.36.04.0016.01

BPcHF1Ha; b1, b2; c; z1, z2LL � 8<
With respect to bk

The function F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L does not have branch points with respect to bk, 1 £ k £ 2.

07.36.04.0017.01

BPbk
HF1Ha; b1, b2; c; z1, z2LL � 8< �; k Î 81, 2<

With respect to a

The function F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L does not have branch points with respect to a.

07.36.04.0018.01

BPaHF1Ha; b1, b2; c; z1, z2LL � 8<
Branch cuts

With respect to z1

For fixed a, b1, c, in nonpolynomial cases (when Ø H-a Î N ê -b1 Î NL), the function F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L is a single-

valued function on the z1-plane cut along the interval H1, ¥L, where it is continuous from below.

07.36.04.0019.01

BCz1
HF1Ha; b1, b2; c; z1, z2LL � 88H1, ¥L, ä<< �; NT H8a, b1<L

07.36.04.0020.01

lim
Ε®+0

F1Ha; b1, b2; c; x1 - ä Ε, z2L � F1Ha; b1, b2; c; x1, z2L �; x1 > 1

07.36.04.0021.01

lim
Ε®+0

F1Ha; b1, b2; c; x1 + ä Ε, z2L �

ã2 ä Π Ha-c+b1L F1Ha; b1, b2; c; x1, z2L +
2 ä ãä Π Ha-c+b1L Π GHcL

GHc - aL GHa - c + b1 + 1L GHc - b1L  F0 ´ 1 ´ 1
1 ´ 1 ´ 1 a; b1; b2;

; a - c + b1 + 1; c - b1;
 1 - x1, z2 �; x1 > 1

With respect to z2
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For fixed a, b2, c, in nonpolynomial cases (when Ø H-a Î N ê -b2 Î NL), the  function F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L is a single-

valued function on the z2-plane cut along the interval H1, ¥L, where it is continuous from below.

07.36.04.0022.01

BCz2
HF1Ha; b1, b2; c; z1, z2LL � 88H1, ¥L, ä<< �; NT H8a, b2<L

07.36.04.0023.01

lim
Ε®+0

F1Ha; b1, b2; c; z1, x2 - ä ΕL � F1Ha; b1, b2; c; z1, x2L �; x2 > 1

07.36.04.0024.01

lim
Ε®+0

F1Ha; b1, b2; c; z1, x2 + ä ΕL �

ã2 ä Π Ha-c+b2L F1Ha; b1, b2; c; z1, x2L +
2 ä ãä Π Ha-c+b2L Π GHcL

GHc - aL GHa - c + b2 + 1L GHc - b2L F0 ´ 1 ´ 1
1 ´ 1 ´ 1 a; b1; b2;

; c - b2; 1 + a - c + b2;
 z1, 1 - x2 �; x2 > 1

With respect to c

The function F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L does not have branch cuts with respect to c.

07.36.04.0025.01

BCcHF1Ha; b1, b2; c; z1, z2LL � 8<
With respect to bk

The function F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L does not have branch cuts with respect to bk, 1 £ k £ 2.

07.36.04.0026.01

BCbk
HF1Ha; b1, b2; c; z1, z2LL � 8< �; k Î 81, 2<

With respect to a

The function F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L does not have branch cuts with respect to a.

07.36.04.0027.01

BCaHF1Ha; b1, b2; c; z1, z2LL � 8<
Series representations

Generalized power series

Expansions at Hz1, z2L � H0, 0L

For the function itself

07.36.06.0001.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L µ 1 +
a b1 z1

c
+

a H1 + aL b1 H1 + b1L z1
2

2 c H1 + cL +
a b2 z2

c
+

a H1 + aL b1 b2 z1 z2

c H1 + cL +

a H1 + aL H2 + aL b1 H1 + b1L b2 z1
2 z2

2 c H1 + cL H2 + cL +
a H1 + aL b2 H1 + b2L z2

2

2 c H1 + cL +
a H1 + aL H2 + aL b1 b2 H1 + b2L z1 z2

2

2 c H1 + cL H2 + cL +

a H1 + aL H2 + aL H3 + aL b1 H1 + b1L b2 H1 + b2L z1
2 z2

2

4 c H1 + cL H2 + cL H3 + cL + ¼ �; Hz1 ® 0L ì Hz2 ® 0L
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07.36.06.0002.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L � â
k=0

¥ â
l=0

¥ HaLk+l Hb1Lk Hb2Ll z1
k z2

l

HcLk+l k ! l!
�;  z1¤ < 1 ì  z2¤ < 1

Expansions at z1 � 0

For the function itself

07.36.06.0003.02

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L µ

2F1Ha, b2; c; z2L +
a b1 2F1Ha + 1, b2; c + 1; z2L

c
 z1 +

a Ha + 1L b1 Hb1 + 1L 2F1Ha + 2, b2; c + 2; z2L
2 c Hc + 1L z1

2 + ¼ �; Hz1 ® 0L
07.36.06.0022.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L µ

2F1Ha, b2; c; z2L +
a b1 2F1Ha + 1, b2; c + 1; z2L

c
 z1 +

a Ha + 1L b1 Hb1 + 1L 2F1Ha + 2, b2; c + 2; z2L
2 c Hc + 1L z1

2 + OIz1
3M

07.36.06.0004.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L � â
k=0

¥ HaLk Hb1Lk

HcLk k !
 2F1Ha + k, b2; c + k; z2L z1

k �;  z1¤ < 1

07.36.06.0005.02

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L µ 2F1Ha, b2; c; z2L H1 + OHz1LL
07.36.06.0023.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L � F¥Hz1, a, b1, b2, c, z2L �;
FnHz1, a, b1, b2, c, z2L � â

k=0

n HaLk Hb1Lk z1
k

HcLk k !
2F1Ha + k, b2; c + k; z2L � F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L -

HaLn+1 Hb1Ln+1 z1
n+1

HcLn+1 Hn + 1L !
F1 ´ 2 ´ 0

1 ´ 2 ´ 1 a + n + 1; 1, b1 + n + 1; b2;
c + n + 1; n + 2; ;

 z1, z2 í n Î N

Summed form of the truncated series expansion.

Expansions at z2 � 0

For the function itself

07.36.06.0006.02

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L µ

2F1Ha, b1; c; z2L +
a b2 2F1Ha + 1, b1; c + 1; z1L

c
 z2 +

a Ha + 1L b2 Hb2 + 1L 2F1Ha + 2, b1; c + 2; z1L
2 c Hc + 1L z2

2 + ¼ �; Hz2 ® 0L
07.36.06.0024.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L µ

2F1Ha, b1; c; z2L +
a b2 2F1Ha + 1, b1; c + 1; z1L

c
 z2 +

a Ha + 1L b2 Hb2 + 1L 2F1Ha + 2, b1; c + 2; z1L
2 c Hc + 1L z2

2 + OIz2
3M
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07.36.06.0007.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L � â
k=0

¥ HaLk Hb2Lk

HcLk k !
 2F1Ha + k, b1; c + k; z1L z2

k �;  z2¤ < 1

07.36.06.0008.02

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L µ 2F1Ha, b1; c; z1L H1 + OHz2LL
07.36.06.0025.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L � F¥Hz2, a, b1, b2, c, z1L �;
FnHz2, a, b1, b2, c, z1L � â

k=0

n HaLk Hb2Lk z2
k

HcLk k !
2F1Ha + k, b1; c + k; z1L � F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L -

HaLn+1 Hb2Ln+1 z2
n+1

HcLn+1 Hn + 1L !
F1 ´ 2 ´ 0

1 ´ 2 ´ 1 a + n + 1; 1, b1; b2 + n + 1;
c + n + 1;; n + 2;

 z1, z2 í n Î N

Summed form of the truncated series expansion.

Expansions at z1 � 1

For the function itself

07.36.06.0009.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L �
GHcL GHa - c + b1L

GHaL GHb1L  H1 - z1Lc-a-b1  â
k=0

¥ Hb2Lk

k !
2F1Hc - a, c + k - b1; c - a - b1 + 1; 1 - z1L z2

k +

GHcL GHc - a - b1L
GHc - aL  â

k=0

¥ HaLk Hb2Lk

k ! GHc + k - b1L 2F1Ha + k, b1; a - c + b1 + 1; 1 - z1L z2
k

07.36.06.0010.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L �
GHcL GHa + b1 - cL

GHaL GHb1L H1 - z1Lc-a-b1  F0 ´ 1 ´ 1
11 ´ 1 c - b1; c - a; b2;

; c - a - b1 + 1; c - b1;
 1 - z1, z2 +

GHcL GHc - a - b1L
GHc - aL GHc - b1L  F0 ´ 1 ´ 1

11 ´ 1 a; b1; b2;

; a + b1 - c + 1; c - b1;
 1 - z1, z2

07.36.06.0011.02

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L µ

GHcL GHa + b1 - cL H1 - z2L-b2

GHaL GHb1L H1 - z1Lc-a-b1 H1 + OHz1 - 1LL +
GHcL GHc - a - b1L
GHc - aL GHc - b1L 2F1Ha, b2; c - b1; z2L H1 + OHz1 - 1LL

Expansions at z2 � 1

For the function itself

07.36.06.0012.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L �
GHcL GHa - c + b2L

GHaL GHb2L  H1 - z2Lc-a-b2  â
k=0

¥ Hb1Lk

k !
2F1Hc - a, c + k - b2; c - a - b2 + 1; 1 - z2L z1

k +

GHcL GHc - a - b2L
GHc - aL  â

k=0

¥ HaLk Hb1Lk

k ! GHc + k - b2L 2F1Ha + k, b2; a - c + b2 + 1; 1 - z2L z1
k
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07.36.06.0013.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L �
GHcL GHa + b2 - cL

GHaL GHb2L H1 - z2Lc-a-b2  F0 ´ 1 ´ 1
11 ´ 1 c - b2; b1; c - a;

; c - b2; c - a - b2 + 1;
 z1, 1 - z2 +

GHcL GHc - a - b2L
GHc - aL GHc - b2L  F0 ´ 1 ´ 1

11 ´ 1 a; b1; b2;

; c - b2; a + b2 - c + 1;
 z1, 1 - z2

07.36.06.0014.02

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L µ

GHcL GHa + b2 - cL H1 - z1L-b1

GHaL GHb2L H1 - z2Lc-a-b2 H1 + OHz2 - 1LL +
GHcL GHc - a - b2L
GHc - aL GHc - b2L 2F1Ha, b1; c - b2; z1L H1 + OHz2 - 1LL

Expansions at z1 � ¥

For the function itself

07.36.06.0015.02

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L �
GHcL GHb1 - aL
GHc - aL GHb1L H-z1L-a F1 a; a - c + 1, b2; a - b1 + 1;

1

z1

,
z2

z1

+

GHcL
GHaL  H-z1L-b1  â

k=0

¥ GHa + k - b1L Hb2Lk

k ! GHc + k - b1 + kL 2F1 b1, b1 - c - k + 1; b1 - a - k + 1;
1

z1

z2
k �; a - b1 Ï Z

07.36.06.0016.02

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L �
GHcL GHb1 - aL
GHc - aL GHb1L  H-z1L-a F1 a; b2, a - c + 1; a - b1 + 1;

z2

z1

,
1

z1

+

GHcL GHa - b1L
GHaL GHc - b1L H-z1L-b1  F1 ´ 1 ´ 1

1 ´ 2 ´ 2 b1; b2, a - b1; b1 - c + 1, 1;

1; c - b1; b1 - a + 1;
 
z2

z1

,
1

z1

+

Ha - b1L2 b2 z2

Hc - b1L2
 F2 ´ 0 ´ 1

2 ´ 1 ´ 2 a - b1 + 1, b2 + 1; b1; a - b1 + 1, 1;

c - b1 + 1, 2;; c - b1 + 1;
 
z2

z1

, z2 �; a - b1 Ï Z

07.36.06.0017.02

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L µ
GHcL GHb1 - aL
GHc - aL GHb1L  H-z1L-a 1 + O 

1

z1

+
GHcL GHa - b1L
GHc - b1L GHaL H-z1L-b1  1 + O 

1

z1

�; a ¹ b1

Expansions at z2 � ¥

For the function itself

07.36.06.0018.02

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L �
GHcL GHb2 - aL
GHc - aL GHb2L H-z2L-a F1 a; a - c + 1, b1; a - b2 + 1;

1

z2

,
z1

z2

+

GHcL
GHaL  H-z2L-b2  â

k=0

¥ GHa + k - b2L Hb1Lk

k ! GHc + k - b2 + kL 2F1 b2, b2 - c - k + 1; b2 - a - k + 1;
1

z2

z1
k �; a - b2 Ï Z
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07.36.06.0019.02

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L �
GHcL GHb2 - aL
GHc - aL GHb2L  H-z2L-a F1 a; b1, a - c + 1; a - b2 + 1;

z1

z2

,
1

z2

+

GHcL GHa - b2L
GHaL GHc - b2L H-z2L-b2  F1 ´ 1 ´ 1

1 ´ 2 ´ 2 b2; b1, a - b2; b2 - c + 1, 1;

1; c - b2; b2 - a + 1;
 
z1

z2

,
1

z2

+

Ha - b2L2 b1 z1

Hc - b2L2
 F2 ´ 0 ´ 1

2 ´ 1 ´ 2 a - b2 + 1, b1 + 1; b2; a - b2 + 1, 1;

c - b2 + 1, 2;; c - b2 + 1;
 
z1

z2

, z1 �; a - b2 Ï Z

07.36.06.0020.02

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L µ
GHcL GHb2 - aL
GHc - aL GHb2L  H-z2L-a 1 + O 

1

z2

+
GHcL GHa - b2L
GHc - b2L GHaL H-z2L-b2  1 + O 

1

z2

�; a ¹ b2

Residue representations

07.36.06.0021.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L �
GHcL

GHaL GHb1L GHb2L  â
k=0

¥ â
j=0

¥

ress,t

GHa - s - tL GHb1 - sL GHb2 - tL H-z1L-s H-z2L-t

GHc - s - tL  GHsL GHtL  H- j, -kL

Integral representations

On the real axis

Of the direct function

07.36.07.0001.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L �
GHcL

GHaL GHc - aL  à
0

1

ta-1 H1 - tLc-a-1 H1 - t z1L-b1 H1 - t z2L-b2  â t �; ReHaL > 0 ß ReHc - aL > 0

Contour integral representations

07.36.07.0002.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L �
GHcL

H2 Π äL2 GHaL GHb1L GHb2L  à
L*

à
L

GHa - s - tL GHsL GHb1 - sL GHtL GHb2 - tL
GHc - s - tL  H-z1L-s H-z2L-t  â s â t;

 argH-z1L¤ < Π ì  argH-z2L¤ < Π

Multiple integral representations

07.36.07.0003.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L �
GHcL

GHc - b1 - b2L GHb1L GHb2L  à
0

1à
0

1-x

z1
b1-1

z2
b2-1 H-x - y + 1Lc-b1-b2-1 H1 - x z1 - y z2L-a â y â x �;

ReHb1L > 0 ì ReHb2L > 0 ì ReHc - b1 - b2L > 0

Differential equations

Ordinary linear differential equations and wronskians

For the direct function itself
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07.36.13.0001.01

H1 - z1L z1 
¶2 wHz1, z2L

¶z1
2

+ Hc - Ha + b1 + 1L z1L 
¶wHz1, z2L

¶z1

- b1 z2

¶wHz1, z2L
¶z2

+ H1 - z1L z2 
¶2 wHz1, z2L

¶z1 ¶z2

- a b1 wHz1, z2L � 0 í
H1 - z2L z2 

¶2 wHz1, z2L
¶z2

2
+ Hc - Ha + b2 + 1L z2L 

¶wHz1, z2L
¶z2

- b2 z1

¶wHz1, z2L
¶z1

+ H1 - z2L z1 
¶2 wHz1, z2L

¶z1 ¶z2

- a b2 wHz1, z2L � 0 �;
wHz1, z2L � F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L

07.36.13.0002.01Hz1 - 1L z1 Hz1 - z2L wH3,0LHz1, z2L +HHb1 + b2 + 1L Hz1 - 1L z1 + Ha - c + b1 + 2L Hz1 - z2L z1 + Hc - b2 + 1L Hz1 - 1L Hz1 - z2LL wH2,0LHz1, z2L + Hb1 + 1LHH2 a + b1 + 2L z1 - Ha - b2 + 1L z2 - cL wH1,0LHz1, z2L + a b1 Hb1 + 1L wHz1, z2L � 0 �; wHz1, z2L � F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L
07.36.13.0003.01Hz2 - z1L Hz2 - 1L z2 wH0,3LHz1, z2L +HHc - b1 + 1L Hz2 - z1L Hz2 - 1L + Hb1 + b2 + 1L z2 Hz2 - 1L + Ha - c + b2 + 2L Hz2 - z1L z2L wH0,2LHz1, z2L + Hb2 + 1LH-c - Ha - b1 + 1L z1 + H2 a + b2 + 2L z2L wH0,1LHz1, z2L + a b2 Hb2 + 1L wHz1, z2L � 0 �; wHz1, z2L � F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L

Identities

Functional identities

Major general cases

07.36.17.0001.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L � H1 - z1L-b1 H1 - z2L-b2 F1 c - a; b1, b2; c;
z1

z1 - 1
,

z2

z2 - 1
�; z1 Ï H1, ¥L ì z2 Ï H1, ¥L

07.36.17.0002.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L � H1 - z1L-a F1 a; c - b1 - b2, b2; c;
z1

z1 - 1
,

z1 - z2

z1 - 1
�; z1 Ï H1, ¥L ì z2 Ï H1, ¥L

07.36.17.0003.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L � H1 - z2L-a F1 a; b1, c - b1 - b2; c;
z2 - z1

z2 - 1
,

z2

z2 - 1
�; z1 Ï H1, ¥L ì z2 Ï H1, ¥L

07.36.17.0004.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L � H1 - z1Lc-a-b1 H1 - z2L-b2 F1 c - a; c - b1 - b2, b2; c; z1,
z2 - z1

z2 - 1

07.36.17.0005.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L � H1 - z1L-b1 H1 - z2Lc-a-b2 F1 c - a; b1, c - b1 - b2; c;
z1 - z2

z1 - 1
, z2

Differentiation

Low-order differentiation

With respect to z1

07.36.20.0001.01

¶F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L
¶z1

�
a b1

c
F1Ha + 1; b1 + 1, b2; c + 1; z1, z2L
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07.36.20.0002.01

¶2 F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L
¶z1

2
�

a Ha + 1L b1 Hb1 + 1L
c Hc + 1L  F1Ha + 2; b1 + 2, b2; c + 2; z1, z2L

With respect to z2

07.36.20.0003.01

¶F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L
¶z2

�
a b2

c
F1Ha + 1; b1, b2 + 1; c + 1; z1, z2L

07.36.20.0004.01

¶2 F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L
¶z2

2
�

a Ha + 1L b2 Hb2 + 1L
c Hc + 1L  F1Ha + 2; b1, b2 + 2; c + 2; z1, z2L

Symbolic differentiation 

With respect to z1

07.36.20.0005.02

¶n F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L
¶z1

n
�

HaLn Hb1LnHcLn

 F1Ha + n; n + b1, b2; c + n; z1, z2L �; n Î N

07.36.20.0009.01

¶n Jz1
n+b1-1

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2LN
¶z1

n
� Hb1Ln z1

b1-1
F1Ha; n + b1, b2; c; z1, z2L �; n Î N

With respect to z2

07.36.20.0006.02

¶n F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L
¶z2

n
�

HaLn Hb2LnHcLn

 F1Ha + n; b1, b2 + n; c + n; z1, z2L �; n Î N

07.36.20.0010.01

¶n Jz2
n+b2-1

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2LN
¶z2

n
� Hb2Ln z2

b2-1
F1Ha; b1, n + b2; c; z1, z2L �; n Î N

Fractional integro-differentiation

With respect to z1

07.36.20.0007.01

¶Α F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L
¶z1

Α
� z1

-Α GHcL F
�

1 ´ 1 ´ 0
1 ´ 2 ´ 1 a; b1, 1; b2;

c; 1 - Α; ;
 z1, z2

With respect to z2

07.36.20.0008.01

¶Α F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L
¶z2

Α
� z2

-Α GHcL F
�

1 ´ 0 ´ 1
1 ´ 1 ´ 2 a; b1; b2, 1;

c;; 1 - Α;
 z1, z2

Integration
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Indefinite integration

Involving only one direct function with respect to z1

07.36.21.0001.01

à F1Ha; b1, b2; c; a z1, z2L â z1 �
c - 1

a Ha - 1L Hb1 - 1L  F1Ha - 1; b1 - 1, b2; c - 1; a z1, z2L
07.36.21.0002.01

à F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L â z1 �
c - 1

Ha - 1L Hb1 - 1L  F1Ha - 1; b1 - 1, b2; c - 1; z1, z2L
Involving only one direct function with respect to z2

07.36.21.0003.01

à F1Ha; b1, b2; c; z1, a z2L â z1 �
c - 1

a Ha - 1L Hb1 - 1L  F1Ha - 1; b1 - 1, b2; c - 1; z1, a z2L
07.36.21.0004.01

à F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L â z2 �
c - 1

Ha - 1L Hb2 - 1L  F1Ha - 1; b1, b2 - 1; c - 1; z1, z2L

Representations through more general functions

Through hypergeometric functions of two variables

07.36.26.0001.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L � F1 ´ 0 ´ 0
1 ´ 1 ´ 1 a; b1; b2;

c;;;
 z1, z2

07.36.26.0002.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L � GHcL F
�

1 ´ 0 ´ 0
1 ´ 1 ´ 1 a; b1; b2;

c;;;
 z1, z2

Through Meijer G

Classical cases for the direct function itself

07.36.26.0003.01

F1Ha; b1, b2; c; z1, z2L �
G HcL

G HaL G Hb1L G Hb2L  G1,1:1,1:1,1
0,1:1,1:1,1 1 - a

1 - c
1 - b1

0
1 - b2

0
-z1, -z2

History

– L. Pochhammer (1870)

– P. E. Appell (1880)

– J. Horn (1889)

– P.E. Appell and J. Kampé de Fériet (1926)
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