
ThreeJSymbol

Notations

Traditional name

Wigner 3 - j symbol

Traditional notation

j1 j2 j3
m1 m2 m3

Mathematica StandardForm notation

ThreeJSymbolA8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 9 j3, m3=E
Primary definition

07.39.02.0001.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�

∆m1+m2+m3 ,0 KH-1L- j1+ j2+m3 H j1 - j2 + j3L ! H- j1 + j2 + j3L ! H j3 - m3L ! H j3 + m3L ! H j1 + m1L ! H j2 - m2L ! O �
K H j1 + j2 - j3L ! H j1 + j2 + j3 + 1L ! H j1 - m1L ! H j2 + m2L ! O

3F
�

2H- j1 - j2 + j3, m1 - j1, - j2 - m2; - j2 + j3 + m1 + 1, - j1 + j3 - m2 + 1; 1L �; Physica{QH j1, m1, j2, m2, j3, m3L
07.39.02.0002.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� 0 �; Ø Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L
j1 j2 j3

m1 m2 m3
 is the 3 j-symbol. The  3 j-symbol appears in the quantum mechanical treatment of angular momentum,

where j3is the full angular momentum and -m3is its projection onto a given axis. The values of the  3 j-symbol which are

physically realizable (in a Minkowski space-time) are obtained under the additional restrictions:

07.39.02.0003.01

Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L � Triangu{arQH j1, j2, j3L ì
j1 - m1 Î Z ì j2 - m2 Î Z ì j3 - m3 Î Z ì - j1 £ m1 £ j1 ì - j2 £ m2 £ j2 ì - j3 £ m3 £ j3

07.39.02.0004.01

Triangu{arQ@j1, j2, j3D � 2 j1 Î Integersì j1 ³ 0 ì 2 j2 Î Integersì j2 ³ 0 ì
2 j3 Î Integersì j3 ³ 0 ì j1 + j2 + j3 Î Integersì Abs@j1 - j2D £ j3 £ j1 + j2

07.39.02.0004.01

Triangu{arQH j1, j2, j3L � 2 j1 Î N ì 2 j2 Î N ì 2 j3 Î N ì j1 + j2 + j3 Î N ì   j1 - j2¤ £ j3 £ j1 + j2



Specific values

Specialized values

Nonphysical cases

07.39.03.0001.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� 0 �; m1 + m2 + m3 ¹ 0

Fixed j1, j2, m1, m2

07.39.03.0002.01

j1 j2 0

m1 m2 0
�

H-1L j2-m1

2 j1 + 1
∆ j1 , j2 ∆m1 ,-m2

�; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 80, 0<L
07.39.03.0003.01

j1 j2 j1 + j2
m1 m2 -m1 - m2

�

H-1L- j1+ j2-m1-m2  
H2 j1L ! H2 j2L ! H j1 + j2 + m1 + m2L ! H j1 + j2 - m1 - m2L !

2 j1 + 2 j2 + 1  H2 j1 + 2 j2L ! H j1 + m1L ! H j1 - m1L ! H j2 + m2L ! H j2 - m2L !

�;
Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j1 + j2, -m1 - m2<L

07.39.03.0004.01

j1 j2 j1 + j2 - 1

m1 m2 -m1 - m2
�

H-1L- j1+ j2-m1-m2 2 H j2 m1 - j1 m2L 
H2 j1 - 1L ! H2 j2 - 1L ! H j1 + j2 + m1 + m2 - 1L ! H j1 + j2 - m1 - m2 - 1L !

H2 j1 + 2 j2L ! H j1 + m1L ! H j1 - m1L ! H j2 + m2L ! H j2 - m2L !

�;
Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j1 + j2 - 1, -m1 - m2<L

07.39.03.0005.01

j1 j2 j1 + j2 - 2

m1 m2 -m1 - m2
�

H-1L- j1+ j2-m1-m2  K 2  j1  2 j1 - 1  j2  2 j2 - 1  H j1 - m1L ! H j1 + m1L ! H j2 - m2L ! H j2 + m2L !

H j1 + j2 - m1 - m2 - 2L ! H j1 + j2 + m1 + m2 - 2L ! O �
K H2 j1L ! H2 j2L ! H2 j1 + 2 j2 - 4L !  2 j1 + 2 j2 - 3  2 j1 + 2 j2 - 2 2 j1 + 2 j2 - 1 O

H2 j1 - 2L ! H2 j2 - 2L !

H j1 - m1L ! H j1 + m1 - 2L ! H j2 + m2L ! H j2 - m2 - 2L !
-

2 H2 j1 - 2L ! H2 j2 - 2L !

H j1 - m1 - 1L ! H j1 + m1 - 1L ! H j2 + m2 - 1L ! H j2 - m2 - 1L !
+

H2 j1 - 2L ! H2 j2 - 2L !

H j1 - m1 - 2L ! H j1 + m1L ! H j2 + m2 - 2L ! H j2 - m2L !
�; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j1 + j2 - 2, -m1 - m2<L
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07.39.03.0006.01

j1 j2 j1 - j2 + 2

m1 m2 -m1 - m2
�

H-1L- j1+2 j2-m1  K j2 2 j2 - 1 2 j1 - 2 j2 + 4 2 j1 - 2 j2 + 3  H j1 - m1L ! H j1 + m1L ! H j2 - m2L !

H j2 + m2L ! H j1 - j2 - m1 - m2 + 2L ! H j1 - j2 + m1 + m2 + 2L ! O �
K 2 j1 + 1 2 j1 + 2 2 j1 + 3  H2 j1L ! H2 j2L ! H2 j1 - 2 j2 + 4L ! O

H2 j2 - 2L ! H2 j1 - 2 j2 + 2L !

H j2 + m2L ! H j2 - m2 - 2L ! H j1 - j2 - m1 - m2L ! H j1 - j2 + m1 + m2 + 2L !
-

2 H2 j2 - 2L ! H2 j1 - 2 j2 + 2L !

H j2 + m2 - 1L ! H j2 - m2 - 1L ! H j1 - j2 - m1 - m2 + 1L ! H j1 - j2 + m1 + m2 + 1L !
+

H2 j2 - 2L ! H2 j1 - 2 j2 + 2L !

H j2 + m2 - 2L ! H j2 - m2L ! H j1 - j2 - m1 - m2 + 2L ! H j1 - j2 + m1 + m2L !
�;

Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j1 - j2 + 2, -m1 - m2<L
07.39.03.0007.01

j1 j2 j1 - j2 + 1

m1 m2 -m1 - m2
� H-1L- j1+2 j2-m1+1 2 H j1 m2 + j2 m1 + m2L

H2 j2 - 1L ! H2 j1 - 2 j2 + 1L ! H j1 + m1L ! H j1 - m1L !

H2 j1 + 2L ! H j2 + m2L ! H j2 - m2L ! H j1 - j2 + m1 + m2 + 1L ! H j1 - j2 - m1 - m2 + 1L !

�;
Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j1 - j2 + 1, -m1 - m2<L

07.39.03.0008.01

j1 j2 j1 - j2
m1 m2 -m1 - m2

�

H-1L- j1+2 j2-m1

H j1 + m1L ! H j1 - m1L ! H2 j2L ! H2 j1 - 2 j2L !

H2 j1 + 1L ! H j2 + m2L ! H j2 - m2L ! H j1 - j2 + m1 + m2L ! H j1 - j2 - m1 - m2L !

�;
Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j1 - j2, -m1 - m2<L

07.39.03.0009.01

j1 j2 m1 + m2

m1 m2 -m1 - m2
� H-1L j2-2 m1-m2 K H2 m1 + 2 m2L ! H j1 + j2 - m1 - m2L ! H j1 + m1L ! H j2 + m2L ! O �

K H j1 + j2 + m1 + m2 + 1L ! H j1 - j2 + m1 + m2L ! H- j1 + j2 + m1 + m2L ! H j1 - m1L ! H j2 - m2L ! O �;
Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8m1 + m2, -m1 - m2<L

07.39.03.0010.01

j1 j2 m1 + m2 + 1

m1 m2 -m1 - m2
� H-1L j2-2 m1-m2 HH j2 - m2L H j2 + m2 + 1L - H j1 - m1L H j1 + m1 + 1LL

K H2 m1 + 2 m2 + 1L ! H j1 + j2 - m1 - m2 - 1L ! H j1 + m1L ! H j2 + m2L ! O �
K H j1 + j2 + m1 + m2 + 2L ! H j1 - j2 + m1 + m2 + 1L ! H- j1 + j2 + m1 + m2 + 1L ! H j1 - m1L ! H j2 - m2L ! O �;

Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8m1 + m2 + 1, -m1 - m2<L
Fixed j1, j2, j, m2
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07.39.03.0011.01

j1 j2 j3
j1 m2 - j1 - m2

�

H-1L-2 j1+ j2-m2

H2 j1L ! H- j1 + j2 + j3L ! H j2 - m2L ! H j3 + j1 + m2L !

H j1 + j2 + j3 + 1L ! H j1 - j2 + j3L ! H j1 + j2 - j3L ! H j2 + m2L ! H j3 - j1 - m2L !

�;
Physica{QH8 j1, j1<, 8 j2, m2<, 8 j3, - j1 - m2<L

07.39.03.0012.01

j1 j2 j3
j1 - 1 m2 - j1 - m2 + 1

� H-1L-2 j1+ j2-m2+1 HH j3 - j1 - m2 + 1L H j3 + j1 + m2L - H j2 + m2L H j2 - m2 + 1LL
H2 j1 - 1L ! H- j1 + j2 + j3L ! H j2 - m2L ! H j3 + j1 + m2 - 1L !

H j1 + j2 + j3 + 1L ! H j1 - j2 + j3L ! H j1 + j2 - j3L ! H j2 + m2L ! H j3 - j1 - m2 + 1L !

�;
Physica{QH8 j1, j1 - 1<, 8 j2, m2<, 8 j3, - j1 - m2 + 1<L

Fixed j1, j, m1

07.39.03.0013.01

j1 0 j3
m1 0 -m1

�
H-1L- j1-m1

2 j3 + 1
∆ j1 , j3 �; Physica{QH8 j1, m1<, 80, 0<, 8 j3, -m1<L

07.39.03.0014.01

j1 j1 j3
m1 m1 -2 m1

� 0 �; 2 j1 + j3 - 1

2
Î Z

07.39.03.0015.01

j1 j1 j3
m1 m1 -2 m1

� H-1L 2 j1- j3-4 m1

2  
J 2 j1+ j3

2
N ! H j3 + 2 m1L ! H j3 - 2 m1L ! H2 j1 - j3L !

J j3+2 m1

2
N ! J j3-2 m1

2
N ! J 2 j1- j3

2
N ! H2 j1 + j3 + 1L !

�;
2 j1 + j3

2
Î Z í Physica{QH8 j1, m1<, 8 j1, m1<, 8 j3, -2 m1<L

07.39.03.0016.01

j1 j1 + 1

2
j3 + 1

2

m1 m1 + 1

2
-2 m1 - 1

2

�

H-1L j3-2 j1-4 m1

2

J 2 j1+ j3

2
N ! j3 + 2 m1 + 1  2 j1 + j3 + 2 H2 j1 - j3L ! H j3 + 2 m1L ! H j3 - 2 m1L !

2 J 2 j1- j3

2
N ! J j3+2 m1

2
N ! J j3-2 m1

2
N ! j3 + 1 j1 + m1 + 1  H2 j1 + j3 + 1L !

�;
2 j1 + j3

2
Î Z í Physica{Q 8 j1, m1<, : j1 +

1

2
, m1 +

1

2
>, : j3 +

1

2
, -2 m1 -

1

2
>
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07.39.03.0017.01

[ j1 j1 +
1

2
m1 m1 -

1

2
j1 j1 +

1

2
j +

1

2
2 m1 -

1

2
_ �

H-1L j3-2 j1-4 m1+2

2

J 2 j1+ j3

2
N ! j3 - 2 m1 + 1  2 j1 + j3 + 2 H2 j1 - j3L ! H j3 + 2 m1L ! H j3 - 2 m1L !

2 J 2 j1- j3

2
N ! J j3+2 m1

2
N ! J j3-2 m1

2
N ! j3 + 1 j1 - m1 + 1  H2 j1 + j3 + 1L !

�;
2 j1 + j

2
Î Z í Physica{Q 8 j1, m1<, : j1 +

1

2
, m1 -

1

2
>, : j3 +

1

2
, -2 m1 +

1

2
>

07.39.03.0018.01

j1 j1 + 1

2
j3 + 1

2

m1 m1 + 1

2
-2 m1 - 1

2

�

H-1L j3-2 j1-4 m1-1

2

J 2 j1+ j3+1

2
N ! j3 - 2 m1 + 1  H2 j1 - j3L ! H j3 + 2 m1 + 1L ! H j3 - 2 m1 + 1L !

2 J 2 j1- j3-1

2
N ! J j3+2 m1+1

2
N ! J j3-2 m1+1

2
N ! j3 + 1 j1 + m1 + 1  H2 j1 + j3 + 2L !

�;
2 j1 + j3 - 1

2
Î Z í Physica{Q 8 j1, m1<, : j1 +

1

2
, m1 +

1

2
>, : j3 +

1

2
, -2 m1 -

1

2
>

07.39.03.0019.01

j1 j1 + 1

2
j3 + 1

2

m1 m1 - 1

2

1

2
- 2 m1

�

H-1L j3-2 j1-4 m1+3

2  
J 2 j1+ j3+1

2
N ! j3 + 2 m1 + 1  H2 j1 - j3L ! H j3 + 2 m1 + 1L ! H j3 - 2 m1 + 1L !

2 J 2 j1- j3-1

2
N ! J j3+2 m1+1

2
N ! J j3-2 m1+1

2
N ! j3 + 1 j1 - m1 + 1  H2 j1 + j3 + 2L !

�;
2 j1 + j3 - 1

2
Î Z í Physica{Q 8 j1, m1<, : j1 +

1

2
, m1 -

1

2
>, : j3 +

1

2
, -2 m1 +

1

2
>

07.39.03.0020.01

j1 j1 + 1 j3
m1 m1 + 1 -2 m1 - 1

� H-1L j3-2 j1+ j2-4 m1

2

2 j1 + j3

2
! j3 + 2 m1 + 1 j3 - 2 m1  2 j1 + j3 + 2 H2 j1 - j3 + 1L ! H j3 + 2 m1L ! H j3 - 2 m1L ! �

2
2 j1 - j3

2
!

j3 + 2 m1

2
!

j3 - 2 m1

2
! j1 + m1 + 2 j1 + m1 + 1  j3 j3 + 1 H2 j1 + j3 + 1L ! �;

2 j1 + j3

2
Î Z í Physica{QH8 j1, m1<, 8 j1 + 1, m1 + 1<, 8 j3, -2 m1 - 1<L

07.39.03.0021.01

j1 j1 + 1 j3
m1 m1 -2 m1

�

H-1L j3-2 j1-4 m1+2

2  
m1 J 2 j1+ j3

2
N ! 2 j1 + j3 + 2 H2 j1 - j3 + 1L ! H j3 + 2 m1L ! H j3 - 2 m1L !

J 2 j1- j3

2
N ! J j3+2 m1

2
N ! J j3-2 m1

2
N ! j1 + m1 + 1 j1 - m1 + 1 j3 j3 + 1 H2 j1 + j3 + 1L !

�;
2 j1 + j3

2
Î Z í Physica{QH8 j1, m1<, 8 j1 + 1, m1<, 8 j3, -2 m1<L
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07.39.03.0022.01

j1 j1 + 1 j3
m1 m1 - 1 1 - 2 m1

� H-1L j3-2 j1-4 m1

2

2 j1 + j3

2
! j3 - 2 m1 + 1 j3 + 2 m1  2 j1 + j3 + 2 H2 j1 - j3 + 1L ! H j3 + 2 m1L ! H j3 - 2 m1L ! �

2
2 j1 - j3

2
!

j3 + 2 m1

2
!

j3 - 2 m1

2
! j1 - m1 + 2 j1 - m1 + 1  j3 j3 + 1 H2 j1 + j3 + 1L ! �;

2 j1 + j3

2
Î Z í Physica{QH8 j1, m1<, 8 j1 + 1, m1 - 1<, 8 j3, -2 m1 + 1<L

07.39.03.0023.01

j1 j1 + 1 j3
m1 m1 + 1 -2 m1 - 1

� H-1L j3-2 j1-4 m1-1

2  H j3 H j3 + 1L + H2 m1 + 1L H2 j1 + 2LL
2 j1 + j3 + 1

2
! H j3 + 2 m1 + 1L ! H j3 - 2 m1 - 1L !  H2 j1 - j3 + 1L ! �

2
j3 + 2 m1 + 1

2
!

j3 - 2 m1 - 1

2
! 

2 j1 - j3 + 1

2
! j1 + m1 + 1 j1 + m1 + 2  j3 j3 + 1 H2 j1 + j3 + 2L ! �;

2 j1 + j3 - 1

2
Î Z í Physica{QH8 j1, m1<, 8 j1 + 1, m1 + 1<, 8 j3, -2 m1 - 1<L

07.39.03.0024.01

j1 j1 + 1 j3
m1 m1 -2 m1

� H-1L j3-2 j1-4 m1+1

2 H2 j1 + 2L 
2 j1 + j3 + 1

2
! H j3 + 2 m1L ! H j3 - 2 m1L !  H2 j1 - j3 + 1L ! �

j3 + 2 m1 - 1

2
!

j3 - 2 m1 - 1

2
! 

2 j1 - j3 + 1

2
! j1 + m1 + 1 j1 - m1 + 1  j3 j3 + 1 H2 j1 + j3 + 2L ! �;

2 j1 + j3 - 1

2
Î Z í Physica{QH8 j1, m1<, 8 j1 + 1, m1<, 8 j3, -2 m1<L

07.39.03.0025.01

j1 j1 + 1 j3
m1 m1 - 1 1 - 2 m1

� H-1L j3-2 j1-4 m1+3

2  H j3 H j3 + 1L - H2 m1 - 1L H2 j1 + 2LL 

2 j1 + j3 + 1

2
! H j3 + 2 m1 - 1L ! H j3 - 2 m1 + 1L !  H2 j1 - j3 + 1L ! �

2
2 j1 - j3 + 1

2
! 

j3 - 2 m1 + 1

2
!

j3 + 2 m1 - 1

2
! j1 - m1 + 1 j1 - m1 + 2  j3 j3 + 1 H2 j1 + j3 + 2L ! �;

2 j1 + j3 - 1

2
Î Z í Physica{QH8 j1, m1<, 8 j1 + 1, m1 - 1<, 8 j3, -2 m1 + 1<L

Fixed j1, j2, j

07.39.03.0026.01

j1 j2 j3
0 0 0

� 0 �; j1 + j2 + j3 - 1

2
Î Z
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07.39.03.0027.01

j1 j2 j3
0 0 0

� H-1L - j1- j2- j3

2

J j1+ j2+ j3

2
N ! H- j1 + j2 + j3L ! H j1 - j2 + j3L ! H j1 + j2 - j3L !

J - j1+ j2+ j3

2
N ! J j1- j2+ j3

2
N ! J j1+ j2- j3

2
N ! H j1 + j2 + j3 + 1L !

�;
j1 + j2 + j3

2
Î Z í Triangu{arQH j1, j2, j3L

Fixed j1, j2

07.39.03.0028.01

j1 j2 j1 + j2
0 0 0

� H-1L- j1+ j2  
H j1 + j2L ! H2 j1L ! H2 j2L !

j1 ! j2 ! 2 j1 + 2 j2 + 1  H2 j1 + 2 j2L !

�; j1 Î N ì j2 Î N

07.39.03.0029.01

j1 j2 j1 - j2
0 0 0

� H-1L j1  
j1 ! H2 j2L ! H2 j1 - 2 j2 + 1L !

j2 ! H j1 - j2L ! 2 j1 - 2 j2 + 1  H2 j1 + 1L !

�; j1 Î N ì j2 Î N ì j1 ³ j2

07.39.03.0030.01

j1 j2 j1 + j2
j1 j2 - j1 - j2

�
H-1L2 j2

2 j1 + 2 j2 + 1
�; 2 j1 Î N ì 2 j2 Î N

07.39.03.0031.01

j1 j2 j1 + j2
j1 - j2 j2 - j1

� H-1L-2 j1+2 j2  
H2 j1L ! H2 j2L !

2 j1 + 2 j2 + 1  H2 j1 + 2 j2L !

�; 2 j1 Î N ì 2 j2 Î N

07.39.03.0032.01

j1 j2 j1 + j2 - 1

m1 m2 -m1 - m2
� 0 �; j1 m2 � j2 m1

07.39.03.0033.01

j1 j2 j1 + j2 - 1

j1 - j2 j2 - j1
� H-1L-2 j1+2 j2  

H2 j1L ! H2 j2L !

H2 j1 + 2 j2L !

�; 2 j1 Î N+ ì 2 j2 Î N+

07.39.03.0034.01

j1 j2 j1 + j2 - 1

j1 - 1 j2 - j1 - j2 + 1
� H-1L2 j2  

j2

2 j1 + 2 j2 - 1  j1 + j2
�; 2 j1 Î N+ ì 2 j2 Î N

07.39.03.0035.01

j1 j2 j1 + j2 - 1

j1 j2 - 1 - j1 - j2 + 1
� H-1L-2 j1+1 

j1

2 j1 + 2 j2 - 1  j1 + j2
�; 2 j1 Î N ì 2 j2 Î N+

07.39.03.0036.01

j1 j2 j1 - j2 + 1

j1 - j2 j2 - j1
� H-1L-2 j1+2 j2  

j2

j1 + 1  2 j1 + 1
�; 2 j1 Î N+ ì 2 j2 Î N+ ì j1 ³ j2

07.39.03.0037.01

j1 j2 j1 - j2
j1 - j2 j2 - j1

� H-1L-2 j1+2 j2  
1

2 j1 + 1
�; 2 j1 Î N ì 2 j2 Î N ì j1 ³ j2
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07.39.03.0038.01

j1 j2 j1 + j2 - 2

j1 - j2 j2 - j1
� H-1L-2 j1+2 j2  

H2 j1L ! H2 j2L !

2 H2 j1 + 2 j2 - 1L !

�; 2 j1 - 2 Î N ì 2 j2 - 2 Î N

07.39.03.0039.01

j1 j2 j1 - j2 + 2

j1 - j2 j2 - j1
� H-1L-2 j1+2 j2  

j2 2 j2 - 1

j1 + 1  2 j1 + 1 2 j1 + 3
í 2 j1 Î N+ í 2 j2 - 2 Î N í j1 > j2 - 1

Fixed j1, m1

07.39.03.0040.01

j1 j1 2 m1 + 1

m1 m1 -2 m1
� 0

General characteristics

Domain and analyticity

j1 j2 j3
m1 m2 m3

 is a six-argument function. The condition Physica{Q restricts the arguments to integers or half-

integers (interpreted as quantum-mechanical spin quantum numbers) that fulfill certain inequalities. Without the

condition Physica{Q , and the prefactor ensuring m1 + m2 + m3 � 0, 
j1 j2 j3

m1 m2 m3
 would be an analytic function

in all six arguments over C6.

07.39.04.0001.01

H8 j1 * m1< * 8 j2 * m2< * 8 j3 * m3<L �
j1 j2 j3

m1 m2 m3
� H8Q Ä Q< Ä 8Q Ä Q< Ä 8Q Ä Q<L �C

Symmetries and periodicities

Permutation symmetry

07.39.04.0002.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�
j2 j3 j1

m2 m3 m1

07.39.04.0003.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�
j3 j1 j2

m3 m1 m2

07.39.04.0004.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� H-1L j1+ j2+ j3
j1 j3 j2

m1 m3 m2

07.39.04.0005.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� H-1L j1+ j2+ j3
j2 j1 j3

m2 m1 m3

07.39.04.0006.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� H-1L j1+ j2+ j3
j3 j2 j1

m3 m2 m1
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Reflection symmetry

07.39.04.0007.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� H-1L j1+ j2+ j3
j1 j2 j3

-m1 -m2 -m3

Series representations

Generalized power series

07.39.06.0001.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�
∆-m3 ,m1+m2

H j1 + j2 + j3 + 1L !

H-1L- j1+ j2+m3  H j1 + j2 - j3L ! H j1 - j2 + j3L !

H- j1 + j2 + j3L ! H j1 + m1L ! H j1 - m1L ! H j2 + m2L ! H j2 - m2L ! H j3 + m3L ! H j3 - m3L !

â
k=0

¥ H-1Lk

k ! H j1 + j2 - j3 - kL ! H j1 - m1 - kL ! H j2 + m2 - kL ! H j3 - j2 + m1 + kL ! H j3 - j1 - m2 + kL !
�;

Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L
07.39.06.0002.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�
∆-m3 ,m1+m2

H j1 + j2 + j3 + 1L !

H-1L- j1+ j2+m3  H j3 - mL ! Hm + j3L ! H j1 - j2 + j3L !

H- j1 + j2 + j3L ! H j1 + j2 - j3L ! H j1 - m1L ! H j1 + m1L ! H j2 - m2L ! H j2 + m2L !

â
k=-¥

¥

ΘHk, -k + j1 + j2 - j3, -k + j1 - m1, -k + j2 + m2, k - j2 + j3 + m1, k - j1 + j3 - m2L � Hk ! H j1 + j2 - j3 - kL !

H j1 - m1 - kL ! H j2 + m2 - kL ! Hk - j2 + j3 + m1L ! Hk - j1 + j3 - m2L ! L �; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L
07.39.06.0004.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� H-1L j2- j1+m3  
∆-m3 ,m1+m2

H j1 + j2 + j3 + 1L !

H j1 + j2 - j3L ! H j1 - j2 + j3L !

H- j1 + j2 + j3L ! H j1 + m1L ! H j1 - m1L ! H j2 + m2L ! H j2 - m2L ! H j3 - m3L ! H j3 + m3L !

â
k=maxI j2- j3-m1 , j1- j3+m2 ,0M

minH j1-m1 , j2+m2L H-1Lk

k ! H j1 + j2 - j3 - kL ! H j1 - m1 - kL ! H j2 + m2 - kL ! H j3 - j2 + m1 + kL ! H j3 - j1 - m2 + kL !
�;

Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L
07.39.06.0005.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� H-1L j2- j1+m3  ∆-m3 ,m1+m2
 

H j1 + j2 - j3L !

H1 + j1 + j2 + j3L !  H j1 - j2 + j3L ! H- j1 + j2 + j3L !

H j1 - m1L ! H j2 - m2L !  H j3 + m3L !  H j3 - m3L !

H j1 + m1L !  H j2 + m2L !

â
k=maxI0,- j2+ j3-m1M

minI j1-m1 , j3+m3M H-1L j1-m1+k H j1 + m1 + kL ! H j3 + j2 - m1 - kL !

k ! H j1 - m1 - kL ! H j3 + m3 - kL ! H j2 - j3 + m1 + kL !
�; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L
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07.39.06.0006.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� H-1L j2- j1+m3  ∆-m3 ,m1+m2
 

H j1 + j2 - j3L !  H j1 - j2 + j3L ! H- j1 + j2 + j3L !

H1 + j1 + j2 + j3L !

H j3 + m3L !  H j3 - m3L !

H j1 + m1L !  H j1 - m1L !  H j2 + m2L ! H j2 - m2L !

â
k=maxI0, j2- j3-m3M

minI- j1+ j2+ j3 , j3-m3M H-1L j2+m2+k H j2 + j3 + m1 - kL ! H j1 - m1 + kL !

k ! H j3 - j1 + j2 - kL ! H j3 - m3 - kL ! H j1 - j2 + m3 + kL !
�; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L

07.39.06.0007.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� H-1L j2- j1+m3  ∆-m3 ,m1+m2
 

H- j1 + j2 + j3L !

H j1 - j2 + j3L !  H j1 + j2 - j3L !  H1 + j1 + j2 + j3L !

H j1 + m1L !  H j1 - m1L !  H j2 - m2L !  H j3 - m3L !

H j2 + m2L ! H j3 + m3L !

â
k=maxI0,- j1+ j3+m2M

minI- j1+ j2+ j3 , j3-m3M H-1L j2+m2+k H2 j3 - kL ! H j1 + j2 - j3 + kL !

k ! H j3 - j1 + j2 - kL ! H j3 - m3 - kL ! H j1 - j3 - m2 + kL !
�; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L

07.39.06.0008.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� H-1L j2- j1+m3  ∆-m3 ,m1+m2
 

H- j1 + j2 + j3L !  H j1 + j2 - j3L !  H1 + j1 + j2 + j3L !

H j1 - j2 + j3L !

H j1 - m1L !  H j3 - m3L !

H j1 + m1L !  H j2 + m2L !  H j2 - m2L ! H j3 + m3L !

â
k=0

minI- j1+ j2+ j3 , j3-m3M H-1L j2+m2+k H2 j3 - kL ! H j2 + j3 + m1 - kL !

k ! H j3 - j1 + j2 - kL ! H j3 - m3 - kL ! H j1 + j2 + j3 + 1 - kL !
�; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L

07.39.06.0009.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� H-1L j2- j1+m3  ∆-m3 ,m1+m2
 

H1 + j1 + j2 + j3L !

H j1 + j2 - j3L !  H j1 - j2 + j3L !  H- j1 + j2 + j3L !

 
H j1 + m1L !  H j1 - m1L !  H j3 + m3L !  H j3 - m3L !

H j2 + m2L !  H j2 - m2L !

â
k=0

minI j3+m3 , j1-m1M H-1L j1-m1+k H j1 + j2 + m3 - kL ! H j2 + j3 - m1 - kL !

k ! H j1 - m1 - kL ! H j3 + m3 - kL ! H j1 + j2 + j3 + 1 - kL !
�; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L

Other series representations

Series of binomial coefficients
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07.39.06.0003.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�
H-1L- j1+ j2+m3

2 j3 + 1
∆m1+m2 ,-m3

2 j1
j1 + j2 - j3

2 j2
j1 + j2 - j3

j1 + j2 + j3 + 1

j1 + j2 - j3

2 j1
j1 - m1

2 j2
j2 - m2

2 j3
j3 + m3

â
k=maxI0, j2- j3-m1 , j1- j3+m2M
minI j1+ j2- j3 , j1-m1 , j2+m2M H-1Lk j1 + j2 - j3

k

j1 - j2 + j3
-k + j1 - m1

- j1 + j2 + j3
-k + j2 + m2

�; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L

Integral representations

On the real axis

Of the direct function

07.39.07.0001.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� ∆m1+m2 ,-m3

H-1L j2- j3+m2+m3

2 j1+ j2+ j3+1
J H j3 - m3L ! H j1 + j2 - j3L ! H j1 + j2 + j3 + 1L ! N �

K H j1 - m1L ! H j1 + m1L ! H j2 - m2L ! H j2 + m2L ! H j3 + m3L ! H- j1 + j2 + j3L ! H j1 - j2 + j3L ! O
à

-1

1H1 - tL j1-m1 H1 + tL j2-m2

¶ j3+m3 IH1 - tL- j1+ j2+ j3 H1 + tL j1- j2+ j3 M
¶ t j3+m3

â t �; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L
07.39.07.0002.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� ∆m1+m2 ,-m3

H-1L j2- j3+m2+m3

2 j1+ j2+ j3+1
J H j1 - j2 + j3L ! H j1 + j2 - j3L ! H j1 + j2 + j3 + 1L ! N �

K H j1 - m1L ! H j1 + m1L ! H j2 - m2L ! H j2 + m2L ! H j3 + m3L ! H j3 - m3L ! H- j1 + j2 + j3L ! O
à

-1

1H1 - tL j2+m2 H1 + tL j2-m2

¶- j1+ j2+ j3 IH1 - tL j3+m3 H1 + tL j3-m3 M
¶ t- j1+ j2+ j3

â t �; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L
07.39.07.0003.01

j1 j2 j3
0 0 0

�
H-1L j2- j3

2 j1+ j2+ j3+1

H j1 - j2 + j3L ! H j1 + j2 - j3L ! H j1 + j2 + j3 + 1L !

j1 ! j2 ! j3 ! H- j1 + j2 + j3L !
à

-1

1I1 - t2M j2
¶- j1+ j2+ j3 I1 - t2M j3

¶ t- j1+ j2+ j3
 â t �;

j1 Î N ì j2 Î N ì j3 Î N ì   j1 - j2¤ £ j3 £ j1 + j2

07.39.07.0004.01

X j1 j2 m1 m2 È j1 j2 j m\ � ∆m1+m2 ,-m3
 
H-1L j2+ j3-m1+2 m3

2 j1+ j2+1

H j1 + j2 - j3L ! H j1 + j2 + j3 + 1L !

H j1 + m1L ! H j1 - m1L ! H j2 + m2L ! H j2 - m2L !

à
-1

1I1 - t2M j1+ j2

2
1 - t

1 + t

m1-m2

2

d j2- j1 ,-m3

j3 Icos-1HtLM â t �; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L
Multiple integral representations

For the direct function itself
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07.39.07.0005.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�

H-1L j2- j1+ j3  H2 äL j1+ j2+ j3

Π2
 

H j3 + m3L ! H j3 - m3L ! H j1 - m1L ! H j1 + m1L ! H j2 - m2L ! H j2 + m2L !

H j3 + j1 - j2L ! H j3 - j1 + j2L ! H j1 + j2 - j3L ! H j1 + j2 + j3 + 1L !

 

à
-

Π

2

Π

2 à
-

Π

2

Π

2
ã2 ä j m1+2 ä J m2 sin- j1+ j2+ j3 HJL sin j1+ j2- j3 HJ - jL sin j1- j2+ j3 HjL â j â J �; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L

07.39.07.0006.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� 2 H-1Lm3- j1+ j2  ä j1+ j2- j3 Π
j1 - j2 + j3

2
!

- j1 + j2 + j3

2
!

j1 + j2 - j3

2
! H1 + j1 + j2 + j3L ! �

j1 + j2 + j3

2
! H j1 - j2 + j3L ! H- j1 + j2 + j3L ! H j1 + j2 - j3L ! 1 + 2 j1 1 + 2 j2 1 + 2 j3  

à
0

Πà
0

2 Π

sinHJL Y j1

m1 HJ, jL Y j2

m2 HJ, jL Y j3

-m3 HJ, jL â j â J �;
j1 + j2 + j3

2
Î N í m1 Î Z í m2 Î Z í m3 Î Z í Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L

07.39.07.0007.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�
H-1L j2- j1+m3

8 Π2
 

H j1 + j2 + j3 + 1L ! H j1 + j2 - j3L !

H2 j1L ! H2 j2L !

à
0

2 Πà
0

Πà
0

2 Π

sinH ΒL Dm1 , j1

j1 HΑ, Β, ΓL Dm2 ,- j2

j2 HΑ, Β, ΓL D-m3 , j1- j2

j3 HΑ, Β, ΓL â Γ â Β â Α �; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L
Involving the direct function

07.39.07.0008.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

j1 j2 j3
n1 n2 n3

�
H-1L-m3+n3

8 Π2
à

0

2 Πà
0

Πà
0

2 Π

sinH ΒL Dm1 ,n1

j1 HΑ, Β, ΓL Dm2 ,n2

j2 HΑ, Β, ΓL D-m3 ,-n3

j3 HΑ, Β, ΓL â Γ â Β â Α �;
Physica{Q H8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j, m<L ì Physica{QH8 j1, n1<, 8 j2, n2<, 8 j, n<L

07.39.07.0009.01

j1 j2 j3
0 0 0

2

�
1

2
à

0

Π

sinHJL P j1 HcosHJLL P j2 HcosHJLL P j3 HcosHJLL â J �; j1 Î N ì j2 Î N ì j3 Î N ì   j1 - j2¤ £ j3 £ j1 + j2

Integral representations of negative integer order

07.39.07.0010.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� ∆-m3 ,m1+m2
H-1L2 j2- j+m3

H j1 - j2 + j3L !

H j1 + j2 - j3L !  H- j1 + j2 + j3L !  H j1 + j2 + j3 + 1L !

 
H j1 + m1L !  H j1 - m1L !  H j2 + m2L !  H j3 - m3L !

H j1 - j2 - m3L ! H j2 - m2L ! H j3 + m3L !

 

¶ j2-m2 IH1 - tL j1+ j2- j3
2F1H j1 - j2 - j3, j3 - m3; j1 - j2 - m3 + 1; tLM

¶ t j2-m2

Èt=0 �; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L
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Generating functions
07.39.11.0001.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�

K H j1 + j2 + j3 + 1L !  H j1 + m1L ! H j1 - m1L ! H j2 + m2L ! H j2 - m2L ! H j3 + m3L ! H j3 - m3L ! O �
J H j1 + j2 - j3L ! H j2 + j3 - j1L ! H j3 + j1 - j2L ! N

JBx j1+m1 , x1
j1-m1 , y j2+m2 , y1

j2-m2 , z j3+m3 , z1
j3-m3 F ãz x1-y1 z-y x1-xz1+x y1+y z1 N �; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L

Identities

Recurrence identities

Consecutive neighbors

07.39.17.0003.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� -
j1 - m1 j1 + m1 + 1

j3 + m3 j3 - m3 + 1

j1 j2 j3
m1 + 1 m2 m3 - 1

-
j2 - m2 j2 + m2 + 1

j3 + m3 j3 - m3 + 1

j1 j2 j3
m1 m2 + 1 m3 - 1

07.39.17.0004.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� -
j1 + m1  j1 - m1 + 1

j3 - m3 j3 + m3 + 1

j1 j2 j3
m1 - 1 m2 m3 + 1

-
j2 + m2  j2 - m2 + 1

j3 - m3 j3 + m3 + 1

j1 j2 j3
m1 m2 - 1 m3 + 1

07.39.17.0009.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�

H2 j1 - 1L H2 m2 j1 H j1 - 1L + m1 H j1 H j1 - 1L + j2 H j2 + 1L - j3 H j3 + 1LLL
H j1 - 1L j1 + m1  j1 - m1  - j1 + j2 + j3 + 1 j1 - j2 + j3 j1 + j2 - j3 j1 + j2 + j3 + 1

 
j1 - 1 j2 j3
m1 m2 m3

-

J j1 j1 + m1 - 1  j1 - m1 - 1  - j1 + j2 + j3 + 2 j1 - j2 + j3 - 1 j1 + j2 - j3 - 1 j1 + j2 + j3 N � JH j1 - 1L 

j1 + m1  j1 - m1  - j1 + j2 + j3 + 1 j1 - j2 + j3 j1 + j2 - j3 j1 + j2 + j3 + 1 N j1 - 2 j2 j3
m1 m2 m3

07.39.17.0010.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�

HH2 j1 + 3L H2 m2 H j1 + 1L H j1 + 2L + m1 HH j1 + 1L H j1 + 2L + j2 H j2 + 1L - j3 H j3 + 1LLLL � JH j1 + 2L j1 - m1 + 1  j1 + m1 + 1  

- j1 + j2 + j3 j1 - j2 + j3 + 1 j1 + j2 - j3 + 1 j1 + j2 + j3 + 2 N 
j1 + 1 j2 j3
m1 m2 m3

-

JH j1 + 1L j1 - m1 + 2  j1 + m1 + 2 - j1 + j2 + j3 - 1 j1 - j2 + j3 + 2 j1 + j2 - j3 + 2 j1 + j2 + j3 + 3 N �
JH j1 + 2L j1 - m1 + 1  j1 + m1 + 1 - j1 + j2 + j3

j1 - j2 + j3 + 1 j1 + j2 - j3 + 1 j1 + j2 + j3 + 2 N j1 + 2 j2 j3
m1 m2 m3
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07.39.17.0011.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�

-HH2 j2 - 1L H2 m1 j2 H j2 - 1L + m2 H j2 H j2 - 1L + j1 H j1 + 1L - j3 H j3 + 1LLLL � JH j2 - 1L j2 - m2  j2 + m2  j1 - j2 + j3 + 1

- j1 + j2 + j3 j1 + j2 - j3 j1 + j2 + j3 + 1 N 
j1 j2 - 1 j3

m1 m2 m3
-

J j2 j2 - m2 - 1  j2 + m2 - 1 j1 - j2 + j3 + 2 - j1 + j2 + j3 - 1 j1 + j2 - j3 - 1 j1 + j2 + j3 N � JH j2 - 1L 

j2 - m2  j2 + m2  j1 - j2 + j3 + 1 - j1 + j2 + j3 j1 + j2 - j3 j1 + j2 + j3 + 1 N j1 j2 - 2 j3
m1 m2 m3

07.39.17.0012.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�

-HH2 j2 + 3L H2 m1 H j2 + 1L H j2 + 2L + m2 HH j2 + 1L H j2 + 2L + j1 H j1 + 1L - j3 H j3 + 1LLLL � JH j2 + 2L j2 - m2 + 1  j2 + m2 + 1

j1 - j2 + j3 - j1 + j2 + j3 + 1 j1 + j2 - j3 + 1 j1 + j2 + j3 + 2 N 
j1 j2 + 1 j3

m1 m2 m3
-

JH j2 + 1L j2 - m2 + 2  j2 + m2 + 2  j1 - j2 + j3 - 1 - j1 + j2 + j3 + 2 j1 + j2 - j3 + 2 j1 + j2 + j3 + 3 N �
JH j2 + 2L j2 - m2 + 1  j2 + m2 + 1  j1 - j2 + j3 - j1 + j2 + j3 + 1

j1 + j2 - j3 + 1 j1 + j2 + j3 + 2 N j1 j2 + 2 j3
m1 m2 m3

07.39.17.0013.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�

H2 j3 - 1L H j3 H j3 - 1L Hm1 - m2L + m3 j1 H j1 + 1L - m3 j2 H j2 + 1LL
H j3 - 1L j3 - m3  j3 + m3 - j1 + j2 + j3 j1 - j2 + j3 j1 + j2 - j3 + 1 j1 + j2 + j3 + 1

j1 j2 j3 - 1

m1 m2 m3
-

J j3 j3 + m3 - 1 j3 - m3 - 1 - j1 + j2 + j3 - 1 j1 - j2 + j3 - 1 j1 + j2 - j3 + 2 j1 + j2 + j3 N � JH j3 - 1L 

j3 - m3  j3 + m3 - j1 + j2 + j3 j1 - j2 + j3 j1 + j2 - j3 + 1 j1 + j2 + j3 + 1 N j1 j2 j3 - 2

m1 m2 m3

07.39.17.0014.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�

HH2 j3 + 3L HH j3 + 1L H j3 + 2L Hm1 - m2L + m3 j1 H j1 + 1L - m3 j2 H j2 + 1LLL � JH j3 + 2L j3 - m3 + 1 j3 + m3 + 1

- j1 + j2 + j3 + 1 j1 - j2 + j3 + 1 j1 + j2 - j3 j1 + j2 + j3 + 2 N 
j1 j2 j3 + 1

m1 m2 m3
-

JH j3 + 1L j3 - m3 + 2  j3 + m3 + 2  - j1 + j2 + j3 + 2 j1 - j2 + j3 + 2 j1 + j2 - j3 - 1 j1 + j2 + j3 + 3 N �
JH j3 + 2L j3 - m3 + 1 j3 + m3 + 1 - j1 + j2 + j3 + 1

j1 - j2 + j3 + 1 j1 + j2 - j3 j1 + j2 + j3 + 2 N 
j1 j2 j3 + 2

m1 m2 m3

Functional identities

General relations
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07.39.17.0015.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� K H j1 + j2 - j3L ! H- j1 + j2 + j3L ! H j1 + j2 + j3 + 1L ! H-2 n + j2 + m2L ! H j3 - m3L ! O �
K H j1 - j2 + j3L ! H j2 + m2L ! H j3 + m3L ! O 

â
k= j3-n

j3+n H-1L- j3+k+n KH2 k + 1L H j3 + k - nL ! H2 nL ! Hk - -m3 + nL ! H j1 - j2 + k + nL ! O � KH j3 - k + nL ! H j3 + k + n + 1L !

H- j3 + k + nL ! Hk - m3 - nL ! H- j1 + j2 + k - nL ! H j1 + j2 - k - nL ! H j1 + j2 + k - n + 1L ! O 

j1 j2 - n k
m1 m2 - n n + m3

�; 2 n Î N í n £
j2 + m2

2
í Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L

07.39.17.0016.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�

K H j1 + j2 - j3L ! H j1 - j2 + j3L ! H1 + j1 + j2 + j3L ! H j2 - m2L ! H j1 - j2 + m1 - m2L ! H j2 + m2L !

H j1 - j2 - m1 + m2L ! O � K H- j1 + j2 + j3L ! H j1 - m1L ! H j1 + m1L ! O 

â
k= m2 ¤

j2 H-1L j2+k  KH4 k + 1L H j2 + kL ! H- j1 + j2 + j3 + 2 kL ! H2 k + 2 m2L ! H2 k - 2 m2L ! O � JH2 j2 + 2 k + 1L !

H j2 - kL ! Hk + m2L ! Hk - m2L ! H j1 - j2 + j3 + 2 k + 1L ! H j1 - j2 + j3 - 2 kL ! H j1 - j2 - j3 + 2 kL ! N 

j1 - j2 2 k j3
m1 - m2 2 m2 m3

�;  m1 - m2¤ £ j1 - j2 ì Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L
Involving two 3 j symbols

07.39.17.0017.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� H-1L j1+ j2+ j3

1

2
H j2 + j3 + m1L 1

2
H j1 + j3 + m2L 1

2
H j1 + j2 + m3L

j1 - 1

2
H j2 + j3 - m1L j2 - 1

2
H j1 + j3 - m2L j3 - 1

2
H j1 + j2 - m3L

07.39.17.0018.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�
j1

1

2
H j2 + j3 - m1L 1

2
H j2 + j3 + m1L

j3 - j2
1

2
H j2 - j3 - m1L - m3

1

2
H j2 - j3 + m1L + m3

Involving three 3 j symbols

07.39.17.0006.02

j1 - m1 + 1 j1 + m1
j1 j2 j3

m1 - 1 m2 m3
+

j2 - m2 + 1 j2 + m2
j1 j2 j3

m1 m2 - 1 m3
+ j3 - m3 + 1 j3 + m3

j1 j2 j3
m1 m2 m3 - 1

� 0

07.39.17.0007.02

j1 + m1 + 1 j1 - m1
j1 j2 j3

m1 + 1 m2 m3
+

j2 + m2 + 1 j2 - m2
j1 j2 j3

m1 m2 + 1 m3
+ j3 + m3 + 1 j3 - m3

j1 j2 j3
m1 m2 m3 + 1

� 0
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07.39.17.0008.01

j2 - m2 j3 + m3

j1 j2 - 1

2
j3 - 1

2

m1 m2 + 1

2
m3 - 1

2

-

j2 + m2 j3 - m3

j1 j2 - 1

2
j3 - 1

2

m1 m2 - 1

2
m3 + 1

2

+ j1 + j2 + j3 + 1 j2 + j3 - j1  
j1 j2 j3

m1 m2 m3
� 0

Summation

Finite summation

Involving one 3 j symbol

07.39.23.0003.01

â
m1=- j1

j1 H-1L j1-m1
j1 j1 j3

m1 -m1 0
� 2 j1 + 1 ∆ j3 ,0 �; 2 j1 Î N

07.39.23.0004.01

â
m1=- j1

j1 â
m2=- j2

j2 â
m3=- j3

j3

j1 j2 j3
m1 m2 m3

H j1 + m1L ! H j1 - m1L ! H j2 + m2L ! H j2 - m2L ! H j3 + m3L ! H j3 - m3L !

� 0

07.39.23.0005.01

â
j1=¡ j2- j3 ¥

j2+ j3 2 j1 + 1

j1 H j1 + 1L - n Hn + 1L
j1 j2 j3
0 0 0

2

� 0 �; n Î Z í   j - j2¤ £ n £ j + j2 í j + n + j2 + 1

2
Î Z

07.39.23.0006.01

â
j2=0

j1 1

2 j2 - 1
 

j1 j2 + j3 j1 - j2 + j3
0 0 0

2

� -
∆ j1 ,0

2 j3 + 1
�; j Î N

07.39.23.0007.01

â
j2=0

j1 1

2 j2 + 3
-

j1 + 1

H2 j1 + 3L H2 j2 + 1L
j1 j2 + j3 j1 - j2 + j3
0 0 0

2

� 0

07.39.23.0024.01

â
j2=0

j1 1

2 j2 - 1
 

j1 j2 j1 - j2
0 0 0

2

� -∆ j1 ,0

07.39.23.0025.01

â
j2=0

j1 1

2 j1 - 2 j2 - 1
 

j1 j2 j1 - j2
0 0 0

2

� -∆ j1 ,0

Involving two 3 j symbols

07.39.23.0008.01

â
m2=- j2

j2 â
m3=- j3

j3 j1 j2 j3
m1 m2 m3

j4 j2 j3
m4 m2 m3

�
∆ j1 , j4 ∆m1 ,m4

2 j1 + 1
�; Triangu{arQH j1, j2, j3L ì j1 - m1 Î Z ì - j1 £ m1 £ j1
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07.39.23.0009.01

â
m1=- j1

j1 â
m3=- j3

j3 j1 j2 j3
m1 m2 m3

j1 j4 j3
m1 m4 m3

�
∆ j2 , j4 ∆m2 ,m4

2 j2 + 1
�; Triangu{arQ H j1, j2, j3L ì j2 - m2 Î Z ì - j2 £ m2 £ j2

07.39.23.0001.01

â
m1=- j1

j1 â
m2=- j2

j2 j1 j2 j3
m1 m2 m3

j1 j2 j4
m1 m2 m4

�
∆ j3 , j4  ∆m3 ,m4

2 j3 + 1
�; Triangu{arQ H j1, j2, j3L ì j3 - m3 Î Z ì - j3 £ m3 £ j3

07.39.23.0010.01

â
j1=¡ j2- j3 ¥

j2+ j3 â
m1=- j1

j1 H2 j1 + 1L j1 j2 j3
m1 m2 m3

j1 j2 j3
m1 m4 m5

� ∆m2 ,m4
∆m3 ,m5

�; Physica{QH8 j2 + j3, -m2 - m3<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L
07.39.23.0011.01

â
j2=  j1- j2 ¤

j1+ j3 â
m2=- j2

j2 H2 j2 + 1L j1 j2 j3
m1 m2 m3

j1 j2 j3
m4 m2 m5

� ∆m1 ,m4
∆m3 ,m5

�; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j1 + j3, -m1 - m3<, 8 j3, m3<L
07.39.23.0002.01

â
j3=  j1- j2 ¤

j1+ j2 â
m3=- j3

j3 H2 j3 + 1L j1 j2 j3
m1 m2 m3

j1 j2 j3
m4 m5 m3

� ∆m1 ,m4
∆m2 ,m5

�; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j1 + j2, -m1 - m2<L
Involving three 3 j symbols

07.39.23.0012.01

â
m6=- j6

j6 â
m5=- j5

j5 â
m4=- j4

j4 H-1L j4+ j5+ j6-m4-m5-m6
j5 j1 j6

m5 -m1 -m6

j6 j2 j4
m6 -m2 -m4

j4 j3 j5
m4 -m3 -m5

�

j1 j2 j3
m1 m2 m3

j1 j2 j3
j4 j5 j6

07.39.23.0013.01

â
m3=- j3

j3 â
m5=- j5

j5 j1 j2 j3
m1 m2 m3

j3 j4 j5
-m3 -m4 -m5

j5 j6 j7
m5 m6 m7

�

â
k=¡ j1- j6 ¥

j1+ j6 â
l=maxH  j4-k¤,  j2- j7 ¤L

minH j4+k, j2+ j7L â
Κ=-k

k â
Λ=-l

l H2 k + 1L H2 l + 1L 
j1 j6 k

m1 m6 Κ
k j4 l

-Κ -m4 -Λ

l j2 j7
Λ m2 m7

j1 j2 j3
j6 j7 j5
k l j4

Involving four 3 j symbols

07.39.23.0014.01

â
m1=- j1

j1 â
m2=- j2

j2 â
m4=- j4

j4 â
m5=- j5

j5 â
m6=- j6

j6 H-1L j1+ j2+ j4+ j5+ j6-m1-m2-m4-m5-m6
j2 j3 j1

m2 -m3 m1

j1 j5 j6
-m1 m5 m6

j5 j3
¢ j4

-m5 m3
¢ m4

j4 j2 j6
-m4 -m2 -m6

�
H-1L j3-m3

2 j3 + 1
∆ j3 , j3

¢ ∆m3 ,m3
¢

j1 j2 j3
j4 j5 j6
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07.39.23.0015.01

â
m3=- j3

j3 â
m4=- j4

j4 â
m5=- j5

j5 â
m6=- j6

j6 H-1L j3+ j4+ j5+ j6-m3-m4-m5-m6

j5 j1 j6
m5 m1 -m6

j6 j2 j4
m6 m2 -m4

j4 j3 j5
m4 m3 -m5

j3 j7 j8
-m3 m7 m8

�

j1 j2 j3
j4 j5 j6

â
m3=- j3

j3 H-1L j3-m3
j1 j3 j2

m1 m3 m2

j8 j3 j7
m8 -m3 m7

Involving five 3 j symbols

07.39.23.0016.01

â
m1=- j1

j1 â
m2=- j2

j2 â
m3=- j3

j3 â
m4=- j4

j4 â
m5=- j5

j5 â
m6=- j6

j6 â
m7=- j7

j7 H-1L j1+ j2+ j3+ j4+ j5+ j6+ j7-m1-m2-m3-m4-m5-m6-m7
j1 j2 j3

m1 m2 -m3

j3 j4 j5
m3 m4 -m5

j5 j8 j7
m5 m8 -m7

j7 j6 j1
m7 m6 -m1

j6 j4 j2
-m6 -m4 -m2

�
H-1L2 j5

2 j5 + 1
∆ j8 ,0 ∆m8 ,0 ∆ j5 , j7

j3 j4 j5
j6 j1 j2

07.39.23.0017.01

â
m4=- j4

j4 â
m5=- j5

j5 â
m6=- j6

j6 â
m7=- j7

j7 â
m8=- j8

j8 â
m9=- j9

j9 H-1L j4+ j5+ j6+ j7+ j8+ j9-m4-m5-m6-m7-m8-m9
j4 j2 j6

m4 m2 -m6

j5 j3 j4
m5 m3 -m4

j7 j1 j8
m7 m1 -m8

j8 j6 j9
m8 m6 -m9

j9 j5 j7
m9 -m5 -m7

�
j1 j2 j3

m1 m2 m3

j1 j2 j3
j4 j5 j6

j1 j7 j8
j9 j6 j5

07.39.23.0018.01

â
m4=- j4

j4 â
m5=- j5

j5 â
m6=- j6

j6 â
m7=- j7

j7 â
m8=- j8

j8 â
m9=- j9

j9 H-1L j4+ j5+ j6+ j7+ j8+ j9-m4-m5-m6-m7-m8-m9
j4 j1 j7

m4 -m1 m7

j5 j4 j6
-m5 -m4 -m6

j6 j3 j9
m6 -m3 m9

j7 j9 j8
-m7 -m9 -m8

j8 j2 j5
m8 -m2 m5

� H-1L j2+ j5+ j8
j1 j2 j3

m1 m2 m3

j1 j2 j3
j4 j5 j6
j7 j8 j9

Involving six 3 j symbols

07.39.23.0019.01

â
m2=- j2

j2 â
m3=- j3

j3 â
m4=- j4

j4 â
m5=- j5

j5 â
m6=- j6

j6 â
m7=- j7

j7 â
m8=- j8

j8 â
m9=- j9

j9 H-1L j2+ j3+ j4+ j5+ j6+ j7+ j8+ j9-m2-m3-m4-m5-m6-m7-m8-m9
j2 j1 j3

m2 -m1 m3

j3 j5 j7
-m3 m5 m7

j5 j1
¢ j6

-m5 m1
¢ m6

j6 j2 j4
-m6 -m2 -m4

j7 j8 j9
-m7 m8 m9

j8 j9 j4
-m8 -m9 m4

�

H-1L j1+2 j4-m1

H2 j1 + 1L H2 j4 + 1L ∆ j1 , j1
¢ ∆ j4 , j7 ∆m1 ,m1

¢
j1 j2 j3
j4 j5 j6

�; Triangu{arQH
j4,

j8,

j9L
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07.39.23.0020.01

â
m1=- j1

j1 â
m2=- j2

j2 â
m3=- j3

j3 â
m4=- j4

j4 â
m5=- j5

j5 â
m6=- j6

j6 â
m7=- j7

j7 â
m8=- j8

j8 H-1L j1+ j2+ j3+ j4+ j5+ j6+ j7+ j8-m1-m2-m3-m4-m5-m6-m7-m8
j1 j2 j7

-m1 -m2 -m7

j1 j2 j3
m1 m2 m3

j3 j6 j9
m3 m6 m9

j4 j5 j8
-m4 -m5 -m8

j4 j5 j6
m4 m5 m6

j7 j8 j9
¢

-m7 -m8 -m9
¢ �

H-1L j9-m9  
∆ j3 , j7 ∆ j6 , j8 ∆ j9 , j9

¢ ∆m9 ,m9
¢

H2 j3 + 1L H2 j6 + 1L H2 j9 + 1L �; Triangu{arQH j1, j2, j3L ì Triangu{arQH j4, j5, j6L ì
Triangu{arQH j3, j6, j9L

07.39.23.0021.01

â
m2=- j2

j2 â
m3=- j3

j3 â
m4=- j4

j4 â
m5=- j5

j5 â
m6=- j6

j6 â
m7=- j7

j7 â
m8=- j8

j8 â
m9=- j9

j9 H-1L j2+ j3+ j4+ j5+ j6+ j7+ j8+ j9-m2-m3-m4-m5-m6-m7-m8-m9
j1 j3 j2

-m1 m3 m2

j2 j6 j4
-m2 m6 -m4

j4 j7 j9
m4 -m7 m9

j5 j6 j1
¢

m5 -m6 m1
¢

j8 j7 j5
-m8 m7 -m5

j9 j8 j3
-m9 m8 -m3

�

H-1L- j2- j4+ j5-m1

2 j1 + 1
∆ j1 , j1

¢ ∆m1 ,m1
¢

j1 j2 j3
j4 j5 j6

j3 j4 j5
j7 j8 j9

07.39.23.0022.01

â
m2=- j2

j2 â
m3=- j3

j3 â
m4=- j4

j4 â
m5=- j5

j5 â
m6=- j6

j6 â
m7=- j7

j7 â
m8=- j8

j8 â
m9=- j9

j9 H-1L j2+ j3+ j4+ j5+ j6+ j7+ j8+ j9-m2-m3-m4-m5-m6-m7-m8-m9
j4 j3 j5

m4 m3 m5

j5 j1
¢ j6

-m5 -m1
¢ -m6

j6 j2 j4
m6 -m2 -m4

j7 j3 j8
m7 -m3 -m8

j8 j1 j9
m8 m1 -m9

j9 j2 j7
m9 m2 -m7

�

H-1L j1+2 j4-m1

2 j1 + 1
∆ j1 , j1

¢ ∆m1 ,m1
¢

j1 j2 j3
j4 j5 j6

j1 j2 j3
j7 j8 j9

07.39.23.0023.01

â
m2=- j2

j2 â
m3=- j3

j3 â
m4=- j4

j4 â
m5=- j5

j5 â
m6=- j6

j6 â
m7=- j7

j7 â
m8=- j8

j8 â
m9=- j9

j9 H-1L j2+ j3+ j4+ j5+ j6+ j7+ j8+ j9-m2-m3-m4-m5-m6-m7-m8-m9

j1 j2 j3
m1 m2 m3

j3 j6 j9
-m3 -m6 -m9

j4 j7 j1
¢

-m4 -m7 -m1
¢

j5 j6 j4
m5 m6 m4

j8 j2 j5
-m8 -m2 -m5

j9 j7 j8
m9 m7 m8

�
H-1L j1-m1

2 j1 + 1
∆ j1 , j1

¢ ∆m1 ,m1
¢

j1 j2 j3
j4 j5 j6
j7 j8 j9

Representations through more general functions

Through hypergeometric functions

Involving pF
�

q
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07.39.26.0001.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�

∆-m3 ,m1+m2
H-1L- j1+ j2+m3  K H j1 - j2 + j3L ! H- j1 + j2 + j3L ! H j3 - m3L ! H j3 + m3L ! H j1 + m1L ! H j2 - m2L ! O �

K H j1 + j2 - j3L ! H j1 + j2 + j3 + 1L ! H j1 - m1L ! H j2 + m2L ! O
3F

�
2H- j1 - j2 + j3, m1 - j1, - j2 - m2; - j2 + j3 + m1 + 1, - j1 + j3 - m2 + 1; 1L �; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L

Involving pFq

07.39.26.0002.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�

H-1L- j1+ j2+m3  ∆-m3 ,m1+m2
 K H j1 - j2 + j3L !  H- j1 + j2 + j3L !  H j1 + m1L !  H j2 - m2L !  H j3 + m3L !  H j3 - m3L ! O �

K H j1 + j2 - j3L !  H j1 + j2 + j3 + 1L !  H- j2 + j3 + m1L ! H- j1 + j3 - m2L ! H j1 - m1L !  H j2 + m2L ! O
3F2H- j1 - j2 + j3, m1 - j1, - j2 - m2; - j1 + j3 - m2 + 1, - j2 + j3 + m1 + 1; 1L �; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L

07.39.26.0004.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� H-1L j2+m3-m1  ∆-m3 ,m1+m2
 K H j1 + j2 - j3L !  H j1 + m1L !  H j2 - m2L !  H j3 - m3L ! H j2 + j3 - m1L !O �

K H j1 - j2 + j3L !  H- j1 + j2 + j3L !  H j1 + j2 + j3 + 1L !  H j1 - m1L !  H j2 + m2L !  H j3 + m3L !  H j2 - j3 + m1L !O 

3F2H j1 + m1 + 1, m1 - j1, - j3 - m3; - j2 - j3 + m1, j2 - j3 + m1 + 1; 1L �; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L
07.39.26.0005.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� H-1L- j1-m2+m3  ∆-m3 ,m1+m2
 K H j1 + j2 - j3L !  H j1 - j2 + j3L !  H j1 - m1L !  H j3 + m3L !  H j2 + j3 + m1L !O �

K H- j1 + j2 + j3L !  H j1 + j2 + j3 + 1L !  H j1 + m1L !  H j2 + m2L !  H j2 - m2L !  H j3 - m3L ! H j1 - j2 + m3L !O 

3F2H j1 - j2 - j3, j1 - m1 + 1, m3 - j3; j1 - j2 + m3 + 1, - j2 - j3 - m1; 1L �; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L
07.39.26.0006.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

� H-1L- j1-m2+m3 ∆-m3 ,m1+m2
 K H j1 + j2 - j3L !  H j1 + m1L !  H j1 - m1L !  H j2 - m2L !  H2 j3L !O �

K H j1 - j2 + j3L !  H- j1 + j2 + j3L !  H j1 + j2 + j3 + 1L !  H j2 + m2L !  H j3 + m3L !  H j3 - m3L !  H j1 - j3 - m2L !O
3F2H j1 - j2 - j3, j1 + j2 - j3 + 1, m3 - j3; -2 j3, j1 - j3 - m2 + 1; 1L �; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L

07.39.26.0007.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�

H-1L- j1-m2+m3 ∆-m3 ,m1+m2
K H j1 + j2 - j3L !  H j1 - m1L !  H2 j3L ! H j2 + j3 + m1L !O � K H j1 - j2 + j3L !  H- j1 + j2 + j3L !  

H j1 + j2 + j3 + 1L !  H j1 + m1L !  H j2 + m2L !  H j2 - m2L !  H j3 + m3L !  H j3 - m3L ! O
3F2H j1 - j2 - j3, - j1 - j2 - j3 - 1, m3 - j3; -2 j3, - j2 - j3 - m1; 1L �; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L
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07.39.26.0008.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�

H-1L j2-m1+m3 ∆-m3 ,m1+m2
KH j1 + j2 + m3L ! H j2 + j3 - m1L ! H j1 + m1L !  H j3 - m3L ! O � K H j1 + j2 - j3L !  H j1 - j2 + j3L !  

H- j1 + j2 + j3L !  H j1 + j2 + j3 + 1L !  H j1 - m1L !  H j2 + m2L !  H j2 - m2L !  H j3 + m3L ! O
3F2H- j1 - j2 - j3 - 1, m1 - j1, - j3 - m3; - j1 - j2 - m3, - j2 - j3 + m1; 1L �; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L

Through Meijer G

Classical cases for the direct function itself

07.39.26.0003.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�

H-1L- j1+ j2+m3 ∆-m3 ,m1+m2
K H j3 - m3L ! H j3 + m3L ! H j1 - j2 + j3L ! H- j1 + j2 + j3L ! H j1 + m1L ! H j2 - m2L ! O 

K H j1 + j2 - j3L ! H j1 + j2 + j3 + 1L ! H j1 - m1L ! H j2 + m2L ! H- j1 + m1 - 1L ! H- j2 - m2 - 1L ! H j - j1 - j2 - 1L !O
G3,3

1,3 -1
j1 + j2 - j3 + 1, j1 - m1 + 1, j2 + m2 + 1

0, j2 - j3 - m1, j1 - j3 + m2
�; Physica{QH8 j1, m1<, 8 j2, m2<, 8 j3, m3<L

Representations through equivalent functions

With related functions

07.39.27.0001.01

j1 j2 j3
m1 m2 m3

�
H-1L- j1+ j2+m3

2 j3 + 1
X j1 j2 m1 m2 È j1 j2 j3 -m3\

Theorems

Representation as a magic square

For a physically realizable 3 j -symbol 
j1 j2 j3

m1 m2 m3
the following 3 3́  matrix is a magic square, all rows and

columns summing up to j1 + j2 + j3:

- j1 + j2 + j3 j1 - j2 + j3 j1 + j2 - j3
j1 - m1 j2 - m2 j3 - m3

j1 + m1 j2 + m2 j3 + m3

The quantum chemistry Gaunt coefficients

The quantum chemistry Gaunt coefficients 

aHm, n, Μ, Ν, pL �
H2 p + 1L Hp - m - ΜL

2 Hp + m + ΜL à
-1

1

Pn
mHxL PΝ

ΜHxL Pp
m+ΜHxL â x
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can be expressed in 3 j symbols.

History

– E. P. Wigner (1931, 1940)

– G. Racah (1942)
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