
Introductions to InverseJacobiND
Introduction to the inverse Jacobi elliptic functions

General

The inverses of the Jacobi elliptic functions  cd-1Hz È mL, cn-1Hz È mL, cs-1Hz È mL, dc-1Hz È mL, dn-1Hz È mL, ds-1Hz È mL,
nc-1Hz È mL,  nd-1Hz È mL,  ns-1Hz È mL,  sc-1Hz È mL,  sd-1Hz È mL,  and  sn-1Hz È mL  can  be  represented  through  elliptic

integrals. They first appeared in a paper by N. H. Abel (1826) who studied the so-called hyperelliptic and Abelian

integrals. Later A. G. Greenhill (1892) paid some attention to these functions. This interest was continued by L. M.

Milne–Thompson (1948). 

Definitions of the inverse Jacobi functions

The inverses  of  the twelve Jacobi  elliptic  functions cd-1Hz È mL,  cn-1Hz È mL,  cs-1Hz È mL,  dc-1Hz È mL,  dn-1Hz È mL,
ds-1Hz È mL, nc-1Hz È mL, nd-1Hz È mL, ns-1Hz È mL, sc-1Hz È mL, sd-1Hz È mL, and sn-1Hz È mL are defined by the following

formulas:

z � cdHw È mL �; w � cd-1Hz È mL cd-1Hz È mL � Ùz

1 1

1-t2 1-m t2
 â t �; -1 < z < 1 ß m < 1

z � cnHw È mL �; w � cn-1Hz È mL cn-1Hz È mL � Ùz

1 1

1-t2 m t2-m+1

 â t �; -1 < z < 1 ì m Iz2 - 1M > -1

z � csHw È mL �; w � cs-1Hz È mL cs-1Hz È mL � Ùz

¥ 1

t2+1 t2-m+1

 â t �; z Î R ì z2 - m > -1

z � dcHw È mL �; w � dc-1Hz È mL dc-1Hz È mL � Ù1

z 1

t2-1 t2-m

 â t �; z Î R ì z2 > 1 ì z2 - m > 0 ì m < 1

z � dnHw È mL �; w � dn-1Hz È mL dn-1Hz È mL � Ùz

1 1

1-t2 t2+m-1

 â t �; -1 < z < 1 ì z2 + m > 1

z � dsHw È mL �; w � ds-1Hz È mL ds-1Hz È mL � Ùz

¥ 1

t2+m t2+m-1

 â t �; z Î R ì z2 + m > 1

z � ncHw È mL �; w � nc-1Hz È mL nc-1Hz È mL � Ù1

z 1

t2-1 H1-mL t2+m

 â t �; z Î R ì z2 > 1 ì H1 - mL z2 + m > 0

z � ndHw È mL �; w � nd-1Hz È mL nd-1Hz È mL � Ù1

z 1

t2-1 1-H1-mL t2
 â t �; z Î R ì z2 > 1 ì H1 - mL z2 < 1 ì m > 0

z � nsHw È mL �; w � ns-1Hz È mL ns-1Hz È mL � Ùz

¥ 1

t2-1 t2-m

 â t �; z Î R ì z2 > 1 ì z2 > m

z � scHw È mL �; w � sc-1Hz È mL sc-1Hz È mL � Ù0

z 1

t2+1 H1-mL t2+1

 â t �; z Î R ì H1 - mL z2 > -1

z � sdHw È mL �; w � sd-1Hz È mL sd-1Hz È mL � Ù0

z 1

m t2+1 1-H1-mL t2
 â t �; z Î R ì m z2 > -1 ì H1 - mL z2 < 1



z � snHw È mL �; w � sn-1Hz È mL sn-1Hz È mL � Ù0

z 1

1-t2 1-m t2
 â t �; -1 < z < 1 ì m z2 < 1 .

It is obvious that the inverses of the twelve Jacobi elliptic functions are actually the definite elliptic integrals and

can be expressed through the Legendre elliptic integrals.

A quick look at the inverse Jacobi functions

Here is a quick look at the graphics for the inverse Jacobi functions along the real axis.
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Connections within the group of inverse Jacobi functions and with other related function 
groups

Representations through more general functions

The inverses of the Jacobi elliptic functions  cd-1Hz È mL, cn-1Hz È mL, cs-1Hz È mL, dc-1Hz È mL, dn-1Hz È mL, ds-1Hz È mL,
nc-1Hz È mL, nd-1Hz È mL, ns-1Hz È mL, sc-1Hz È mL, sd-1Hz È mL, and sn-1Hz È mL can be represented through hypergeomet-

ric functions of two variables (including the Appell F1 function) by the following formulas:

cd-1Hz È mL � KHmL - z F1 ´ 0 ´ 0
1 ´ 1 ´ 1 

1

2
; 1

2
; 1

2
;

3

2
;;;

 m z2, z2 cn-1Hz È mL � KHmL - 1

1-m
 z F1 ´

1 ´

cs-1Hz È mL � 1

z
 F1 ´ 0 ´ 1

2 ´ 0 ´ 1 

1

2
, 1;; 1

2
;

3

2
;; 1;

- 1

z2
, m

z2
dc-1Hz È mL � KHmL - 1

z
 F1 ´ 0 ´ 0

1 ´ 1 ´ 1 

1

2

3

2

dn-1Hz È mL � 1

m-1
 KJ 1

1-m
N -

z 1-z2

z2-1

 F0 ´ 1 ´ 0
1 ´ 1 ´ 1 

1; 1

2
; 1

2
;

; 3

2
; ;

 z2, m ds-1Hz È mL � 1

z
 Úk=0

¥
J 1

2
N
k

2
z-2 k

J 3

2
N
k

F1 ´ 0
1 ´ 1

nc-1Hz È mL � KHmL - 1

z
 F2 ´ 0 ´ 0

1 ´ 2 ´ 2 

1

2
; 1

2
, 1

2
; 1

2
, 1;

3

2
, 1;;;

- m

z2
, 1

z2
+ m

2
F1 ´ 1 ´ 1

2 ´ 1 ´ 1

3

2
, 3

2
; 1

2
; 1;

2; 3

2
; 3

2
;

- m

z2
, m nd-1Hz È mL � ä KH1 - mL +

1-z2 z

z2-1

ns-1Hz È mL � 1

z
 F1 ´ 0 ´ 0

1 ´ 1 ´ 1 

1

2
; 1

2
; 1

2
;

3

2
;;;

 m

z2
, 1

z2
sc-1Hz È mL � z F1 ´ 0 ´ 0

1 ´ 1 ´ 1 

1

2
; 1

2
; 1

2
;

3

2
;;;

 H

sd-1Hz È mL � z F1 ´ 0 ´ 0
1 ´ 1 ´ 1 

1

2
; 1

2
; 1

2
;

3

2
;;;

 H1 - mL z2, -m z2 sn-1Hz È mL � z F1 ´ 0 ´ 0
1 ´ 1 ´ 1 

1

2
; 1

2
; 1

2
;

3

2
;;;

 

cd-1Hz È mL � KHmL - z F1

1

2
;

1

2
,

1

2
;

3

2
; z2, m z2 �; -1 < z < 1 ß m < 1
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cn-1Hz È mL � 1 - z2 F1

1

2
;

1

2
,

1

2
;

3

2
; 1 - z2, m I1 - z2M �; -1 < z < 1 ß -1 < m < 1

cs-1Hz È mL �
1

z
 F1

1

2
;

1

2
,

1

2
;

3

2
; -

1

z2
,

m - 1

z2
�; z Î R í m - z2 < 1

dc-1Hz È mL �
1

m
 K

1

m
- z F1

1

2
;

1

2
,

1

2
;

3

2
; z2,

z2

m
�; z > 1 ß m < 1

dn-1Hz È mL �
1

m - 1
 K

1

1 - m
- z F1

1

2
;

1

2
,

1

2
;

3

2
; z2,

z2

1 - m
�; -1 < z < 1 í z2 + m > 1 í m > 0

ds-1Hz È mL �
1

z
 F1

1

2
;

1

2
,

1

2
;

3

2
;

1 - m

z2
, -

m

z2
�; z2 + m > 1

nc-1Hz È mL �
ä

m
K 1 -

1

m
-

ä z

m
F1

1

2
;

1

2
,

1

2
;

3

2
; z2, 1 -

1

m
z2 �; -1 < z < 1 ß m Î R

nd-1Hz È mL � ä KH1 - mL - z F1

1

2
;

1

2
,

1

2
;

3

2
; z2, H1 - mL z2 �; -1 < z < 1 ß -1 < m < 1

ns-1Hz È mL �
1

z
 F1

1

2
;

1

2
,

1

2
;

3

2
;

1

z2
,

m

z2
�; Hz > 1 Þ z < -1L í z2 > m

sc-1Hz È mL � z F1

1

2
;

1

2
,

1

2
;

3

2
; -z2, Hm - 1L z2 �; z Î R í Hm - 1L z2 < 1

sd-1Hz È mL � z F1

1

2
;

1

2
,

1

2
;

3

2
; -m z2, H1 - mL z2 �; z Î R í H1 - mL z2 < 1

sn-1Hz È mL � z F1

1

2
;

1

2
,

1

2
;

3

2
; z2, m z2 �; -1 < z < 1 í m z2 < 1.

Representations through related equivalent functions

The twelve inverses of the Jacobi elliptic functions  cd-1Hz È mL,  cn-1Hz È mL,  cs-1Hz È mL,  dc-1Hz È mL,  dn-1Hz È mL,
ds-1Hz È mL, nc-1Hz È mL, nd-1Hz È mL, ns-1Hz È mL, sc-1Hz È mL, sd-1Hz È mL, and sn-1Hz È mL can be represented through

incomplete and complete elliptic integrals FIsin-1HzL É mM and KHmL by the following formulas:

cd-1Hz È mL � KHmL - FIsin-1HzL É mM �; m Ï H1, ¥L
cn-1Hz È mL � FIcos-1HzL É mM �; -1 < z < 1 ß m Î R

cs-1Hz È mL � -ä F ä sinh-1
1

z
1 - m �; z > 0 ß m Î R

dc-1Hz È mL �
1

m
 K

1

m
- F sin-1HzL 1

m
�; -1 < z < 1 ß m > 1 Þ z > 1 ß m < 1

dn-1Hz È mL �
1

m - 1
 K

1

1 - m
- F sin-1HzL 1

1 - m
�; z < 1 ß m > 1
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ds-1Hz È mL �
1

1 - m
 F sin-1

1 - m

z

m

m - 1
�; z > 1 ß m > 1

nc-1Hz È mL �
ä

m
 F sin-1HzL m - 1

m
- K

m - 1

m
�; z > 1 ß m > 0

nd-1Hz È mL � ä IFIsin-1HzL É 1 - mM - KH1 - mLM �; z > 1 ß m > 1

ns-1Hz È mL � F sin-1
1

z
m �; Hz < -1 Þ z > 1L ß m < 1

sc-1Hz È mL � -ä FIä sinh-1HzL É 1 - mM �;  z¤ < 1

sd-1Hz È mL � -
ä

m
 F ä sinh-1I m zN m - 1

m
�;  z¤ < 1 ß  m¤ < 1

sn-1Hz È mL � FIsin-1HzL É mM �;  z¤ < 1 ß  m¤ < 1.

The twelve inverse Jacobi functions can also be expressed through the elliptic logarithm elogHz1, z2; a, bL and the

complete elliptic integral KHmL by the following formulas:

cd-1Hz È mL � KHmL +
z2

2

z2

 elogHz1, z2; a, bL �;
8a, b, z1< � :-m - 1, m,

1

z2
> í z1

3 + a z1
2 + b z1 - z2

2 � 0 í H0 < z < 1 ß m Î RL ë z < -1 ß m > 1

cn-1Hz È mL � -
ä z2

2

z2 m
K 1 -

1

m
+ elogHz1, z2; a, bL �;

8a, b, z1< � : 1

m
- 2, 1 -

1

m
, z2> í z1

3 + a z1
2 + b z1 - z2

2 � 0 í 0 < z < 1 í 0 < m < 1

cs-1Hz È mL � -
z2

2

z2

 elogHz1, z2; a, bL �; 8a, b, z1< � 92 - m, 1 - m, z2= í z1
3 + a z1

2 + b z1 - z2
2 � 0 í z > 0 í m < 1

dc-1Hz È mL � KHmL +
z2

2

z2

 elogHz1, z2; a, bL �; 8a, b, z1< � 9-m - 1, m, z2= í z1
3 + a z1

2 + b z1 - z2
2 � 0 í z > 1 í m < 1

dn-1Hz È mL � -
ä z2

2

z2

 HKH1 - mL + elogHz1, z2; a, bLL �;
8a, b, z1< � 9m - 2, 1 - m, z2= í z1

3 + a z1
2 + b z1 - z2

2 � 0 í 0 < z < 1 í m > 1

ds-1Hz È mL � -
z2

2

z2

 elogHz1, z2; a, bL �; 8a, b, z1< � 92 m - 1, m Hm - 1L, z2= í z1
3 + a z1

2 + b z1 - z2
2 � 0 í z > 0 í m > 1
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nc-1Hz È mL �
1

1 - m
 

z2
2

z2

 elogHz1, z2; a, bL - K
m

m - 1
�;

8a, b, z1< � : 2 m - 1

1 - m
,

m

m - 1
, z2> í z1

3 + a z1
2 + b z1 - z2

2 � 0 í 0 < z < 1 í m > 1

nd-1Hz È mL � -
ä z2

2

z2

 HKH1 - mL + elogHz1, z2; a, bLL �;
8a, b, z1< � :m - 2, 1 - m,

1

z2
> í z1

3 + a z1
2 + b z1 - z2

2 � 0 í z > 1 í m > 1

ns-1Hz È mL � -
z2

2

z2

 elogHz1, z2; a, bL �; 8a, b, z1< � 9-m - 1, m, z2= í z1
3 + a z1

2 + b z1 - z2
2 � 0 í z > 0 í m < 1

sc-1Hz È mL � -
z2

2

z2

 elogHz1, z2; a, bL �; 8a, b, z1< � :2 - m, 1 - m,
1

z2
> í z1

3 + a z1
2 + b z1 - z2

2 � 0 í z > 0 í m < 1

sd-1Hz È mL � -
z2

2

z2

 elogHz1, z2; a, bL �; 8a, b, z1< � :2 m - 1, m Hm - 1L, 1

z2
> í z1

3 + a z1
2 + b z1 - z2

2 � 0 í z > 0 í m > 1

sn-1Hz È mL � -z elogK1, a + b + 1 ; a, bO �; 8a, b< � 9-z2 Hm + 1L, m z4= í  z¤ < 1.

Relations to inverse functions

The twelve inverses  of  the Jacobi  elliptic  functions cd-1Hz È mL,  cn-1Hz È mL,  cs-1Hz È mL,  dc-1Hz È mL,  dn-1Hz È mL,
ds-1Hz È mL,  nc-1Hz È mL,  nd-1Hz È mL,  ns-1Hz È mL,  sc-1Hz È mL,  sd-1Hz È mL,  and  sn-1Hz È mL  are  connected  with  the

corresponding direct Jacobi functions by the following formulas:

cdIcd-1Hz È mL É mM � z cnIcn-1Hz È mL É mM � z csIcs-1Hz È mL É mM � z

dcIdc-1Hz È mL É mM � z dnIdn-1Hz È mL É mM � z dsIds-1Hz È mL É mM � z

ncInc-1Hz È mL É mM � z ndInd-1Hz È mL É mM � z nsIns-1Hz È mL É mM � z

scIsc-1Hz È mL É mM � z sdIsd-1Hz È mL É mM � z snIsn-1Hz È mL É mM � z.

Representations through other inverse Jacobi functions

The twelve inverses of the Jacobi elliptic functions  cd-1Hz È mL,  cn-1Hz È mL,  cs-1Hz È mL,  dc-1Hz È mL,  dn-1Hz È mL,
ds-1Hz È mL,  nc-1Hz È mL,  nd-1Hz È mL,  ns-1Hz È mL,  sc-1Hz È mL,  sd-1Hz È mL,  and  sn-1Hz È mL  are  interconnected  by

formulas  that  include  the  complete  elliptic  integral  KHmL,  rational  functions,  simple  powers,  and  arithmetical

operations of the arguments of other inverse Jacobi functions. These formulas can be divided into the following

eleven groups:

Representations of cd-1Hz È mL through other inverse Jacobi functions are:

cd-1Hz È mL � KHmL - cn-1 1 - z2 m �; 0 < z < 1 ß m < 1
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cd-1Hz È mL �
1

m
 K

1

m
+ ä cs-1 -ä z 1 -

1

m
�; 0 < z < 1 ß 0 < m < 1

cd-1Hz È mL � dc-1
1

z
m �; z < 0 ß m < 0 Þ z < 1 ß m < 1

cd-1Hz È mL � -
ä

m
 dn-1 z

m - 1

m
�; -1 < z < 1 ß m > 1

cd-1Hz È mL � KHmL -
1

1 - m
 ds-1

1

1 - m z

m

m - 1
�; z > 0 ß m Î R

cd-1Hz È mL � -ä nd-1Hz È 1 - mL �; z Î R ß m < 0

cd-1Hz È mL �
1

m
 ns-1 z

1

m
- K

1

m
�; -1 < z < 1 ß m < 0

cd-1Hz È mL � KHmL - ä sc-1H-ä z È 1 - mL �; z Î R ß m Î R

cd-1Hz È mL � KHmL -
1

1 - m
 sd-1 z 1 - m

m

m - 1
�; -1 < z < 1 ß m < 1

cd-1Hz È mL � KHmL - sn-1Hz È mL �; z Î R ß m Î R.

Representations of cn-1Hz È mL through other inverse Jacobi functions are:

cn-1Hz È mL � KHmL - cd-1 1 - z2 m �; 0 < z < 1 ß m < 1

cn-1Hz È mL � ä cs-1
1

z2 - 1

1 - m �; z > 1 ß m > 1

cn-1Hz È mL � KHmL -
1

m
 dc-1 1 - z2

1

m
�; 0 < z < 1 ß 0 < m < 1

cn-1Hz È mL �
1

m
 dn-1 z

1

m
�; -1 < z < 1 ß m < 1

cn-1Hz È mL �
1

1 - m
 ds-1

1

Iz2 - 1M Hm - 1L
m

m - 1
�; z > 1 ß m > 1

cn-1Hz È mL � -ä nc-1Hz È 1 - mL �; -1 < z < 1 ß m Î R

cn-1Hz È mL � KHmL + ä nd-1 1 - z2 1 - m �; z > 0 ß m Î R

cn-1Hz È mL � ns-1
1

1 - z2

m �; 0 < z < 1 ß m Î R
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cn-1Hz È mL � -ä sc-1 ä 1 - z2 1 - m �; 0 < z < 1 ß m Î R

cn-1Hz È mL � -
ä

1 - m
sd-1 Hm - 1L I1 - z2M 1

1 - m
�; 0 < z < 1 ß 0 < m < 1

cn-1Hz È mL �
1

1 - m
 K

m

m - 1
- sn-1 z

m

m - 1
�; -1 < z < 1 ß m < 1.

Representations of cs-1Hz È mL through other inverse Jacobi functions are:

cs-1Hz È mL � ä KH1 - mL -
ä

1 - m
 cd-1 ä z

1

1 - m

cs-1Hz È mL � ä cn-1
z2 + 1

z
1 - m �; z > 0 ß m > 0

cs-1Hz È mL � ä
1

1 - m
 dc-1

ä

z

1

1 - m
- KH1 - mL �; 0 < z < 1 ß 0 < m < 1

cs-1Hz È mL � ä
1

m - 1
 dn-1

ä

z

m

m - 1
- KH1 - mL �; z > 0 ß m < 0

cs-1Hz È mL �
ä

m
 ds-1

ä z

m

m - 1

m
�; z Î R ß m < 0

cs-1Hz È mL � ä KH1 - mL -
ä

m
nc-1 ä z 1 -

1

m
�; z Î R ß m < 1

cs-1Hz È mL � nd-1
ä

z
m - ä KH1 - mL �; z > 0 ß m Î R

cs-1Hz È mL � -ä ns-1H-ä z È 1 - mL
cs-1Hz È mL � sc-1

1

z
m

cs-1Hz È mL �
1

m
 sd-1

m

z

1

m
�; z > 0 ß m Î R

cs-1Hz È mL � -ä sn-1
ä

z
1 - m �; z > 0 ß m Î R.

Representations of dc-1Hz È mL through other inverse Jacobi functions are:

dc-1Hz È mL � cd-1
1

z
m

dc-1Hz È mL �
1

m
 K

1

m
- cn-1 1 - z2

1

m
�; 0 < z < 1 ß m > 1
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dc-1Hz È mL �
1

m
 K

1

m
- ä cs-1

ä

z
1 -

1

m
�; z < 1 ß m > 1

dc-1Hz È mL � 2 ä KH1 - mL - ä dn-1Hz È 1 - mL
dc-1Hz È mL � KHmL +

ä

1 - m
ds-1 -

ä z

1 - m

1

1 - m
�; 0 < m < 1

dc-1Hz È mL �
1

1 - m
 nc-1 z

m

m - 1
�; z > 0 ß m > 1

dc-1Hz È mL � -
ä

m
 nd-1 z 1 -

1

m
�; z > 0 ß m > 0

dc-1Hz È mL �
1

m
 K

1

m
- ns-1

1

z

1

m
�; z < 1 ß m > 1

dc-1Hz È mL �
1

m
 K

1

m
+ ä sc-1 ä z

m - 1

m
�; m > 1

dc-1Hz È mL �
1

m
 K

1

m
-

1

1 - m
 sd-1

z 1 - m

m

m

m - 1
�; -1 < z < 1 ß m > 1

dc-1Hz È mL �
1

m
 K

1

m
- sn-1 z

1

m
�; -1 < z < 1 ß m > 1 Þ z > 1 ß m < 1.

Representations of dn-1Hz È mL through other inverse Jacobi functions are:

dn-1Hz È mL �
1

m - 1
 cd-1 z

1

1 - m
�; -1 < z < 1 ß m > 1

dn-1Hz È mL �
1

m
 cn-1 z

1

m
�; -1 < z < 1 ß m > 1

dn-1Hz È mL �
1

1 - m
 ä K

1

1 - m
+ cs-1

ä

z

m

m - 1
�; -1 < z < 1 ß m > 1

dn-1Hz È mL � 2 KHmL + ä dc-1Hz È 1 - mL �; -1 < z < 1 ß m < 0 Þ z Î R ß m > 1

dn-1Hz È mL �
1

m - 1
 K

1

1 - m
-

1

m
 ds-1

m - 1

m z

1

m
�; 0 < z < 1 ß m > 1

dn-1Hz È mL � -
ä

m
 nc-1 z 1 -

1

m
�; z < 1 ß m > 1

dn-1Hz È mL � nd-1
1

z
m �; -1 < z < 0 ß m < 0 Þ z < 1 ß m > 1
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dn-1Hz È mL �
1

m - 1
 K

1

1 - m
- ns-1

1

z

1

1 - m
�; -1 < z < 1 ß m > 1

dn-1Hz È mL �
1

m - 1
 K

1

1 - m
- ä sc-1 -ä z

m

m - 1
�; -1 < z < 1 ß m > 1

dn-1Hz È mL �
1

m - 1
 K

1

1 - m
+

ä

m
 sd-1

ä m z

m - 1
1 -

1

m
�; -1 < z < 1 ß m > 1

dn-1Hz È mL �
1

m - 1
 sn-1 z

1

1 - m
- K

1

1 - m
�; z Î R í z2 + m < 1 í m > 0.

Representations of ds-1Hz È mL through other inverse Jacobi functions are:

ds-1Hz È mL �
1

1 - m
 K

m

m - 1
- cd-1

1 - m

z

m

m - 1
�; z > 0 ß m > 0

ds-1Hz È mL �
1

1 - m
 cn-1

z2 + m - 1

z

m

m - 1
�; z > 1 ß m > 1

ds-1Hz È mL �
ä

1 - m
 cs-1

ä z

1 - m

1

1 - m
�; z Î R ß m > 1

ds-1Hz È mL �
ä

m
K

m - 1

m
- dc-1

ä z

m

m - 1

m
�; m > 1

ds-1Hz È mL �
1

1 - m
 K

m

m - 1
+

1

m
 dn-1

1 - m

z

1

m
�; z > 0 ß m > 1

ds-1Hz È mL �
1

1 - m
 K

m

m - 1
+ ä nc-1

1 - m

z
1 - m �; z > 0 ß m < 1

ds-1Hz È mL �
1

1 - m
 K

m

m - 1
+ ä nd-1

1 - m

z

1

1 - m
�; z > 0 ß m > 0

ds-1Hz È mL �
1

1 - m
 ns-1

z

1 - m

m

m - 1
�; z > 0 ß m > 0

ds-1Hz È mL �
ä

1 - m
 sc-1 -

ä 1 - m

z

1

1 - m
�; z > 0 ß m > 0

ds-1Hz È mL � sd-1
1

z
m �; z > 0 ß m > 1

ds-1Hz È mL �
1

1 - m
 sn-1

1 - m

z

m

m - 1
�; z > 0 ß m > 0
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Representations of nc-1Hz È mL through other inverse Jacobi functions are:

nc-1Hz È mL �
ä

m
cd-1 z

m - 1

m
�; -1 < z < 1 ß m > 0

nc-1Hz È mL � ä cn-1Hz È 1 - mL �; -1 < z < 1 ß m Î R

nc-1Hz È mL �
1

1 - m
 K

m

m - 1
- ä cs-1 ä z

1

1 - m
�; z > 1 ß m < 1

nc-1Hz È mL � -
1

1 - m
 dc-1 z

m

m - 1
�; 0 < z < 1 ß m > 1

nc-1Hz È mL � -
1

m - 1
 dn-1 z

1

1 - m
�; -1 < z < 1 ß 0 < m < 1

nc-1Hz È mL �
ä

m
 K

m - 1

m
- ä ds-1

m

z
1 - m �; z > 0 ß m > 0

nc-1Hz È mL �
1

m
 nd-1 z

1

m
�; -1 < z < 1 ß m > 0

nc-1Hz È mL �
1

1 - m
 K

m

m - 1
- ns-1 z

m

m - 1
�; z > 1 ß m < 1

nc-1Hz È mL �
1

m
 ä K

m - 1

m
- sc-1 -ä z

1

m
�; -1 < z < 1 ß m > 0

nc-1Hz È mL �
ä

m
 K

m - 1

m
- sd-1

ä z

m
m �; -1 < z < 1 ß m > 0

nc-1Hz È mL �
ä

m
 K

m - 1

m
- sn-1 z

m - 1

m
�; 0 < z < 1 ß m > 0.

Representations of nd-1Hz È mL through other inverse Jacobi functions are:

nd-1Hz È mL � ä cd-1Hz È 1 - mL
nd-1Hz È mL � -ä cn-1 1 - z2 1 - m - KH1 - mL �; 0 < z < 1 ß m > 0

nd-1Hz È mL � ä KH1 - mL + cs-1
ä

z
m �; -1 < z < 1 ß m > 0

nd-1Hz È mL �
ä

1 - m
 dc-1 z

1

1 - m
�; -1 < z < 1 ß 0 < m < 1

nd-1Hz È mL � dn-1
1

z
m �; z < -1 ß m < 0 Þ z > 1 ß m > 1
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nd-1Hz È mL � ä KH1 - mL -
1

m
 ds-1

1

m z

m - 1

m
�; 0 < z < 1 ß m Î R

nd-1Hz È mL �
1

m
 nc-1 z

1

m
�; -1 < z < 1 ß m > 1

nd-1Hz È mL �
ä

1 - m
K

1

1 - m
- ns-1 z

1

1 - m
�; -1 < z < 1

nd-1Hz È mL � ä KH1 - mL + sc-1H-ä z È mL �; -1 < z < 1 ß m Î R

nd-1Hz È mL � ä KH1 - mL -
1

m
 sd-1 ä z m

1

m

nd-1Hz È mL � -ä Isn-1Hz È 1 - mL - KH1 - mLM �; z > 1 ß m > 1.

Representations of ns-1Hz È mL through other inverse Jacobi functions are:

ns-1Hz È mL � KHmL -
1

m
 cd-1 z

1

m
�; -1 < z < 1 ß m < 0

ns-1Hz È mL � cn-1
z2 - 1

z
m �; z > 1 ß m < 1

ns-1Hä z È mL � ä cs-1H-z È 1 - mL
ns-1Hz È mL � KHmL -

1

m
 dc-1

1

z

1

m
�; -1 < z < 1 ß m < 0

ns-1Hz È mL � KHmL +
ä

m
 dn-1

1

z
1 -

1

m
�; z > -1 ß m > 1

ns-1Hz È mL �
1

1 - m
 ds-1

z

1 - m

m

m - 1
�; 0 < z < 1 ß m < 1

ns-1Hz È mL � KHmL +
ä

1 - m
nc-1

1

z

1

1 - m
�; z > 1 ß m Î R

ns-1Hz È mL � KHmL +
ä

m
 nd-1 z 1 -

1

m
�; -1 < z < 1 ß m < 0

ns-1Hz È mL � -ä sc-1
ä

z
1 - m �; z > 1 ß m Î R

ns-1Hz È mL �
ä

1 - m
 sd-1

m - 1

z

1

1 - m
�; z > 0 ß m > 1

ns-1Hz È mL � sn-1
1

z
m �; z Î R ß m < 1.

http://functions.wolfram.com 11



Representations of sc-1Hz È mL through other inverse Jacobi functions are:

sc-1Hz È mL � ä Icd-1Hä z È 1 - mL - KH1 - mLM �; z Î R ß m Î R

sc-1Hz È mL � ä cn-1 z2 + 1 1 - m �; 0 < z < 1 ß m > 1

sc-1Hz È mL � cs-1
1

z
m �; z > 0 ß m < 1

sc-1Hz È mL � ä KH1 - mL -
1

1 - m
 dc-1 -ä z

1

1 - m
�; z Î R ß 0 < m < 1

sc-1Hz È mL �
1

1 - m
 dn-1 ä z 1 -

1

1 - m
- ä KH1 - mL �; z < 1 ß m < 0

sc-1Hz È mL � -
ä

m
 ds-1 -

ä

z m

m - 1

m
�; z > 0 ß m > 1

sc-1Hz È mL �
1

m
 nc-1 ä z

1

m
- ä KH1 - mL �; -1 < z < 1 ß m > 0

sc-1Hz È mL � nd-1Hä z È mL - ä KH1 - mL �; z Î R ß m Î R

sc-1Hz È mL � -ä ns-1 -
ä

z
1 - m �; 0 < z < 1 ß m > 0

sc-1Hz È mL �
1

m
 sd-1 z m

1

m
�; z < 1 ß m < 0

sc-1Hz È mL � -ä sn-1Hä z È 1 - mL.
Representations of sd-1Hz È mL through other inverse Jacobi functions are:

sd-1Hz È mL �
1

1 - m
 K

m

m - 1
- cd-1 1 - m z

m

m - 1
�; z Î R ß m > 1

sc-1Hz È mL � -ä cn-1 z2 + 1 1 - m �; 0 < z < 1 ß 0 < m < 1

sc-1Hz È mL � cs-1
1

z
m �; z > 0 ß m Î R

sc-1Hz È mL � ä
1

1 - m
 dc-1 ä z

1

1 - m
- KH1 - mL �; z Î R ß 0 < m < 1

sc-1Hz È mL � ä
1

m - 1
 dn-1 ä z

m

m - 1
- KH1 - mL �; -1 < z < 1 ß m > 1

sd-1Hz È mL � ds-1
1

z
m �; z > 0 ß m > 1
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sc-1Hz È mL � ä KH1 - mL -
1

m
 nc-1 z

1

m
�; -1 < z < 1 ß m > 1

sd-1Hz È mL �
1

m
 nd-1 ä z m

1

m
- ä K 1 -

1

m
�; z Î R ß m > 1

sc-1Hz È mL � -ä ns-1 -
ä

z
1 - m �; z > 0 ß m Î R

sc-1Hz È mL � -ä sn-1Hä z È 1 - mL
sd-1Hz È mL � -

ä

m
 sn-1 -m z

m - 1

m
�; -1 < z < 1 ß m > 0.

Representations of sn-1Hz È mL through other inverse Jacobi functions are:

sn-1Hz È mL � KHmL - cd-1Hz È mL �; z Î R ß m Î R

sn-1Hz È mL � KHmL -
1

1 - m
 cn-1 z

m

m - 1
�; -1 < z < 1 ß m < 1

sn-1Hz È mL � KHmL +
ä

m
 dn-1 z

m - 1

m
�; z < 0 ß m > 1

sn-1Hz È mL � KHmL -
1

m
 dc-1 z

1

m
�; z > 1 ß m > 1

sn-1Hz È mL � KHmL +
ä

m
 dn-1 z

m - 1

m
�; z < 0 ß m > 1

sn-1Hz È mL � dn-1 1 - m z2 m �; z > 1 ß m < 0

sn-1Hz È mL �
1

1 - m
 ds-1

1

1 - m z

m

m - 1
�; z > 0 ß m > 1

sn-1Hz È mL � KHmL +
ä

1 - m
 nc-1 z

1

1 - m
�; -1 < z < 1 ß m < 1

sn-1Hz È mL � KHmL + ä nd-1Hz È 1 - mL �; z Î R ß m Î R

sn-1Hz È mL � ns-1
1

z
m �; -1 < z < 0 ß m < 0 Þ z > 0 ß m < 0

sn-1Hz È mL � -ä sc-1Hä z È 1 - mL
sn-1Hz È mL � -

ä

1 - m
sd-1 m - 1 z

1

1 - m
�; -1 < z < 1 ß m < 1.

The best-known properties and formulas for inverse Jacobi functions

Simple values at zero
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The inverse Jacobi functions cd-1Hz È mL,  cn-1Hz È mL,  cs-1Hz È mL,  dc-1Hz È mL,  dn-1Hz È mL,  ds-1Hz È mL,  nc-1Hz È mL,
nd-1Hz È mL, ns-1Hz È mL, sc-1Hz È mL, sd-1Hz È mL, and sn-1Hz È mL have the following simple values at the origin:

cd-1H0 È 0L � Π

2
cn-1H0 È 0L � Π

2
cs-1H0 È 0L � Π

2

dc-1H0 È 0L � ¥� dn-1H0 È 0L ds-1H0 È 0L � ¥�

nc-1H0 È 0L � ¥� nd-1H0 È 0L ns-1H0 È 0L � ¥�

sc-1H0 È 0L � 0 sd-1H0 È 0L � 0 sn-1H0 È 0L � 0.

Specific values for specialized parameter values

The inverse Jacobi functions cd-1Hz È mL,  cn-1Hz È mL,  cs-1Hz È mL,  dc-1Hz È mL,  dn-1Hz È mL,  ds-1Hz È mL,  nc-1Hz È mL,
nd-1Hz È mL,  ns-1Hz È mL,  sc-1Hz È mL,  sd-1Hz È mL,  and sn-1Hz È mL  can be represented through elementary functions

when m � 0 or m � 1. In these cases they degenerate into inverse trigonometric and inverse hyperbolic functions.

If m � 1
2
, they can be represented through the elliptic integrals FHwHzL È nL and KHnL:

cd-1Hz È 0L � cos-1HzL cd-1Jz Ë 1

2
N � KJ 1

2
N - FJsin-1HzL Ë 1

2
N cd-1Hz È 1L � ¥�

cn-1Hz È 0L � cos-1HzL cn-1Jz Ë 1

2
N � FJcos-1HzL Ë 1

2
N cn-1Hz È 1L � sech-1HzL

cs-1Hz È 0L � cot-1HzL cs-1Jz Ë 1

2
N � -ä FJä sinh-1J 1

z
N Ë 1

2
N cs-1Hz È 1L � csch-1HzL

dc-1Hz È 0L � sec-1HzL dc-1Jz Ë 1

2
N � 2 IKH2L - FIsin-1HzL É 2MM �; z > 1 dc-1Hz È 1L � ¥�

dn-1Hz È 0L � ¥� dn-1Jz Ë 1

2
N � 8 H1+äL Π3�2

GJ-
1

4
N2

- ä 2 FIsin-1HzL É 2M dn-1Hz È 1L � sech-1HzL
ds-1Hz È 0L � csc-1HzL ds-1Jz Ë 1

2
N � 2 F sin-1 1

2 z
-1 �; z > 1 ds-1Hz È 1L � csch-1HzL

nc-1Hz È 0L � sec-1HzL nc-1Jz Ë 1

2
N � ä 2 FIsin-1HzL É -1M - 1

4 2 Π
 GJ 1

4
N2 �; z > 1 nc-1Hz È 1L � cosh-1HzL

nd-1Hz È 0L � ¥� nd-1Jz Ë 1

2
N � ä 2 FI Π

4
É 2M - 2 ä F sin-1 z

2
2 �; -1 < z < 1 nd-1Hz È 1L � cosh-1HzL

ns-1Hz È 0L � csc-1HzL ns-1Jz Ë 1

2
N � 2 FIsin-1HzL É 2M + ä Π3�2

2 GJ 3

4
N2

ns-1Hz È 1L � coth-1HzL
sc-1Hz È 0L � tan-1HzL sc-1Jz Ë 1

2
N � -ä 2 F ä sinh-1 z

2
2 sc-1Hz È 1L � sinh-1HzL

sd-1Hz È 0L � sin-1HzL sd-1Jz Ë 1

2
N � -ä 2 F ä sinh-1 z

2
-1 �; z > -1 sd-1Hz È 1L � sinh-1HzL

sn-1Hz È 0L � sin-1HzL sn-1Jz Ë 1

2
N � FJsin-1HzL Ë 1

2
N sn-1Hz È 1L � tanh-1HzL.

At the points z � -1, -1 � 2, 0, 1 � 2, 1, and ä,  the inverse Jacobi functions cd-1Hz È mL,  cn-1Hz È mL,  cs-1Hz È mL,
dc-1Hz È mL, dn-1Hz È mL, ds-1Hz È mL, nc-1Hz È mL, nd-1Hz È mL, ns-1Hz È mL, sc-1Hz È mL, sd-1Hz È mL, sn-1Hz È mL have the

following representations through the elliptic integrals FHwHz, mL È nL and KHuHmLL:
cd-1H-1 È mL � 2 KHmL cd-1J- 1

2
Ë mN � FJ Π

6
Ë mN + KHmL cd-1H0 È mL � KHmL

cd-1J 1

2
Ë mN � KHmL - FJ Π

6
Ë mN cd-1H1 È mL � 0 cd-1Hä È mL � KHmL - FIsin-1HäL É mM
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cn-1H-1 È mL � 2 KHmL cn-1J- 1

2
Ë mN � FJ 2 Π

3
Ë mN cn-1H0 È mL � KHmL �; m Î R ß m < 1

cn-1J 1

2
Ë mN � FJ Π

3
Ë mN cn-1H1 È mL � 0 cn-1Hä È mL � 1

m-1
 Jä JKJ m

m-1
N - FJsin-1HäL Ë m

m-1
NNN

cs-1H-1 È mL � 1

1-m
 JKJ m

m-1
N - ä FJä sinh-1H1L Ë 1

1-m
NN cs-1J- 1

2
Ë mN � -ä FIä sinh-1H2L É 1 - mM - 2 ä

1-m
 FJä sinh-1J 1

2
N Ë 1

1-m
N cs

cs-1J 1

2
Ë mN � -ä FIä sinh-1H2L É 1 - mM cs-1H1 È mL � ä

1-m
 JFJä sinh-1H1L Ë 1

1-m
N + KJ m

m-1
NN cs

dc-1H-1 È mL � 2

m
 KJ 1

m
N �; m > 1 dc-1J- 1

2
Ë mN � 1

m
 JKJ 1

m
N + FJ Π

6
Ë 1

m
NN �; m > 1 dc-1H0 È mL � 1

m
 KJ 1

m
N �; m >

dc-1J 1

2
Ë mN � 1

m
 JKJ 1

m
N - FJ Π

6
Ë 1

m
NN �; m > 1 dc-1H1 È mL � 0 dc-1Hä È mL � 1

m
 JKJ 1

m
N - FJsin

dn-1H-1 È mL � 2

m-1
KJ 1

1-m
N �; m > 1 dn-1J- 1

2
Ë mN � - 1

m-1
 JFJ Π

6
Ë 1

1-m
N + KJ 1

1-m
NN �; 0 < m < 1 dn-1H0 È mL �

dn-1J 1

2
Ë mN � 1

m-1
 JKJ 1

1-m
N - FJ Π

6
Ë 1

1-m
NN �; m > 1 dn-1H1 È mL � 0 dn-1Hä È mL �

ds-1H-1 È mL � 1

m
 KJ 1

m
N + ä F sin-1 1

1-m

m-1

m
�; m > 1 ds-1J- 1

2
Ë mN � 2 ä

m
 F sin-1 1

2 1-m

m-1

m
+ 1

1-m
 FJsin-1I2

ds-1J 1

2
Ë mN � 1

1-m
 FJsin-1I2 1 - m N Ë m

m-1
N �; m > 1 ds-1H1 È mL � 1

m
 KJ 1

m
N - ä F sin-1 1

1-m

m-1

m
�; m > 1

nc-1H-1 È mL � 2 ä

m
 KJ m-1

m
N nc-1J- 1

2
Ë mN � ä

m
 JKJ m-1

m
N + FJ Π

6
Ë m-1

m
NN nc-1H0 È mL � ä

m
 KJ m-1

m
N

nc-1J 1

2
Ë mN � ä

m
 JKJ m-1

m
N - FJ Π

6
Ë m-1

m
NN nc-1H1 È mL � 0 nc-1Hä È mL � ä

m
 JKJ m-1

m
N - FJsin-1HäL Ë

nd-1H-1 È mL � 2 ä KH1 - mL nd-1J- 1

2
Ë mN � ä JFJ Π

6
Ë 1 - mN + KH1 - mLN nd-1H0 È mL � ä KH1 - mL

nd-1J 1

2
Ë mN � ä JKH1 - mL - FJ Π

6
Ë 1 - mNN nd-1H1 È mL � 0 nd-1Hä È mL � ä KH1 - mL - ä FIä sinh-1H1L

ns-1H-1 È mL � -K HmL ns-1J- 1

2
Ë mN � KHmL - 1

m
 JFJ Π

6
Ë 1

m
N + KJ 1

m
NN ns-1H0 È mL � KHmL - 1

m
 KJ 1

m
N

ns-1J 1

2
Ë mN � 1

m
 JFJ Π

6
Ë 1

m
N - KJ 1

m
NN + KHmL ns-1H1 È mL � KHmL ns-1Hä È mL � KHmL - 1

m
 JKJ 1

m
N -

sc-1H-1 È mL � ä FIä sinh-1H1L É 1 - mM sc-1J- 1

2
Ë mN � ä FJä sinh-1J 1

2
N Ë 1 - mN sc-1H0 È mL � 0

sc-1J 1

2
Ë mN � -ä FJä sinh-1J 1

2
N Ë 1 - mN sc-1H1 È mL � -ä FIä sinh-1H1L É 1 - mM sc-1Hä È mL � ä KH1 - mL

sd-1H-1 È mL � ä

m
 FJä sinh-1I m N Ë m-1

m
N �; m > 0 sd-1J- 1

2
Ë mN � ä

m
 FKä sinh-1K m

2
O Ì m-1

m
O �; m > 0 sd-1H0 È mL � 0

sd-1J 1

2
Ë mN � - ä

m
 FKä sinh-1K m

2
O Ì m-1

m
O �; m > 0 sd-1H1 È mL � - ä

m
 FJä sinh-1I m N Ë m-1

m
N �; m > 0 sd-1Hä È mL � ä

m
 F

sn-1H-1 È mL � -K HmL sn-1J- 1

2
Ë mN � -F J Π

6
Ë mN sn-1H0 È mL � 0

sn-1J 1

2
Ë mN � FJ Π

6
Ë mN sn-1H1 È mL � KHmL sn-1Hä È mL � FIä sinh-1H1L É mM.

At the points  m � ± ¥ or z � ± ¥,  the inverse Jacobi  functions cd-1Hz È mL,  cn-1Hz È mL,  cs-1Hz È mL,  dc-1Hz È mL,
dn-1Hz È mL, ds-1Hz È mL, nc-1Hz È mL, nd-1Hz È mL, ns-1Hz È mL, sc-1Hz È mL, sd-1Hz È mL, and sn-1Hz È mL have the follow-

ing values:
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cd-1Hz È ¥L � 0 cd-1Hz È -¥L � 0

cd-1H¥ È mL � 1

m
 KJ 1

m
N cd-1H-¥ È mL � 2 KHmL - 1

m
 KJ 1

m
N

cn-1Hz È ¥L � 0 cn-1Hz È -¥L � 0

cn-1H¥ È mL � - ä

m
 KJ1 - 1

m
N cn-1H-¥ È mL � 2

1-m
 KJ m

m-1
N + ä

m
 KJ m-1

m
N

cs-1Hz È ¥L � 0 cs-1Hz È -¥L � 0

cs-1H¥ È mL � 0 cs-1H-¥ È mL � 2

1-m
 KJ m

m-1
N

dc-1Hz È ¥L � 0 dc-1Hz È -¥L � 0

dc-1H¥ È mL � KHmL dc-1H-¥ È mL � -2 ä KH1 - mL + 2

m
 KJ 1

m
N - KHmL �; m > 1

dn-1Hz È ¥L � 0 dn-1Hz È -¥L � 0

dn-1H¥ È mL � ä KH1 - mL dn-1H-¥ È mL � 2

m-1
KJ 1

1-m
N - ä KH1 - mL �; m > 1

ds-1Hz È ¥L � 0 ds-1Hz È -¥L � 0

ds-1H¥ È mL � 0 ds-1H-¥ È mL � 2

m
 KJ 1

m
N �; m > 1

nc-1Hz È ¥L � 0 nc-1Hz È -¥L � 0

nc-1H¥ È mL � - 1

1-m
 KJ m

m-1
N nc-1H-¥ È mL � 1

1-m
 KJ m

m-1
N + 2 ä

m
 KJ m-1

m
N

nd-1Hz È ¥L � 0 nd-1Hz È -¥L � 0

nd-1H¥ È mL � - 1

m-1
 KJ 1

1-m
N nd-1H-¥ È mL � 1

m-1
 KJ 1

1-m
N + 2 ä KH1 - mL

ns-1Hz È ¥L � 0 ns-1Hz È -¥L � 0

ns-1H¥ È mL � 0 ns-1H-¥ È mL � 2 KHmL - 2

m
KJ 1

m
N

sc-1Hz È ¥L � 0 sc-1Hz È -¥L � 0

sc-1H¥ È mL � KHmL sc-1H-¥ È mL � -K HmL
sd-1Hz È ¥L � 0 sd-1Hz È -¥L � 0

sd-1H¥ È mL � 1

m-1
 KJ 1

1-m
N �; m > 1 sd-1H-¥ È mL � - 1

m-1
 KJ 1

1-m
N �; m > 1

sn-1Hz È ¥L � 0 sn-1Hz È -¥L � 0

sn-1H¥ È mL � KHmL - 1

m
 KJ 1

m
N �; m > 1 sn-1H-¥ È mL � 1

m
 KJ 1

m
N - KHmL �; m > 1.

Analyticity

The inverse Jacobi functions cd-1Hz È mL,  cn-1Hz È mL,  cs-1Hz È mL,  dc-1Hz È mL,  dn-1Hz È mL,  ds-1Hz È mL,  nc-1Hz È mL,
nd-1Hz È mL, ns-1Hz È mL, sc-1Hz È mL, sd-1Hz È mL, and sn-1Hz È mL are analytical functions of z and m that are defined

over C2.
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Poles and essential singularities

The inverse Jacobi functions cd-1Hz È mL,  cn-1Hz È mL,  cs-1Hz È mL,  dc-1Hz È mL,  dn-1Hz È mL,  ds-1Hz È mL,  nc-1Hz È mL,
nd-1Hz È mL, ns-1Hz È mL, sc-1Hz È mL, sd-1Hz È mL, and sn-1Hz È mL do not have poles and essential singularities with

respect to z and m.

Branch points and branch cuts

For fixed z, the point m = ¥�  is the branch point for all twelve inverse Jacobi functions. Other branch points are the follow-

ing: m = 1

z2
 for  cd-1Hz È mL, m = 1

1-z2
 for  cn-1Hz È mL, m = 1 + z2  for  cs-1Hz È mL, m = z2  for  dc-1Hz È mL, m = 1 - z2  for

dn-1Hz È mL,  m = -z2  and m � 1 - z2  for   ds-1Hz È mL,  m = z2

z2-1
 for   nc-1Hz È mL,  m = z2-1

z2
 for   nd-1Hz È mL,  m = z2  for

ns-1Hz È mL, m = z2+1

z2
 for  sc-1Hz È mL, m = - 1

z2
 and m � z2-1

z2
 for  sd-1Hz È mL, and  m = 1

z2
 for  sn-1Hz È mL.

For fixed m, the point m = ¥�  is the branch point for all twelve inverse Jacobi functions. There are four or five other branch

points  that  include  the  following:  z = ± 1, z � ± 1

m
 for   cd-1Hz È mL,  z = ± ä, z � ± m - 1 for   cn-1Hz È mL,

z = ± ä, z � ± m - 1  for   cs-1Hz È mL,  z � 0, z = ± 1, z � ± m  for   dc-1Hz È mL,  z � 0, z = ± 1, z � ± 1 - m  for

dn-1Hz È mL,  z � 0, z = ± -m , z � ± 1 - m  for   ds-1Hz È mL,  z = ± 1, z � ± m
m-1

 for   nc-1Hz È mL,
z = ± 1, z � ± 1

1-m
 for   nd-1Hz È mL,  z = ± 1, z � ± m  for   ns-1Hz È mL,  z = ± ä, z � ± 1

m-1
 for   sc-1Hz È mL,

z = ± 1

-m
, z � ± 1

1-m
 for  sd-1Hz È mL, and  z = ± 1, z � ± 1

m
 for  sn-1Hz È mL.

Parity and symmetry

The inverse Jacobi functions cd-1Hz È mL,  cn-1Hz È mL,  cs-1Hz È mL,  dc-1Hz È mL,  dn-1Hz È mL,  ds-1Hz È mL,  nc-1Hz È mL,
nd-1Hz È mL, ns-1Hz È mL, sc-1Hz È mL, sd-1Hz È mL, and sn-1Hz È mL have mirror symmetry:

cd-1Hz� È mL � cd-1Hz È mL cn-1Hz� È mL � cn-1Hz È mL cs-1Hz� È mL � cs-1Hz È mL
dc-1Hz� È mL � dc-1Hz È mL dn-1Hz� È mL � dn-1Hz È mL ds-1Hz� È mL � ds-1Hz È mL
nc-1Hz� È mL � nc-1Hz È mL nd-1Hz� È mL � nd-1Hz È mL ns-1Hz� È mL � ns-1Hz È mL
sc-1Hz� È mL � sc-1Hz È mL sd-1Hz� È mL � sd-1Hz È mL sn-1Hz� È mL � sn-1Hz È mL.
Nine inverse Jacobi functions cd-1Hz È mL, cn-1Hz È mL, cs-1Hz È mL, dc-1Hz È mL, dn-1Hz È mL, ds-1Hz È mL, nc-1Hz È mL,
nd-1Hz È mL, ns-1Hz È mL have the following quasi-reflection symmetry with respect to z:

cd-1H-z È mL � 2 KHmL - cd-1Hz È mL cn-1H-z È mL � 2

1-m
 FJsin-1HzL Ë m

m-1
N + cn-1Hz È mL

cs-1H-z È mL � cs-1Hz È mL - 2 ä

1-m
 FJä sinh-1HzL Ë 1

1-m
N dc-1H-z È mL � 2

m
 FJsin-1HzL Ë 1

m
N + dc-1Hz È mL

dn-1H-z È mL � dn-1Hz È mL - 2

m-1
 FJsin-1HzL Ë 1

1-m
N ds-1H-z È mL � 2 ä

m
F sin-1 z

1-m

m-1

m
+ ds-1Hz È mL

nc-1H-z È mL � 2 ä

m
 FJsin-1HzL Ë m-1

m
N + nc-1Hz È mL �; m < 1 nd-1H-z È mL � 2 ä FIsin-1HzL É 1 - mM + nd-1Hz È mL
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ns-1H-z È mL � ns-1Hz È mL -
2

m
 F sin-1HzL 1

m
.

The other three inverse Jacobi functions sc-1Hz È mL, sd-1Hz È mL, and sn-1Hz È mL are odd functions with respect to z:

sc-1H-z È mL � -sc-1 Hz È mL sd-1H-z È mL � -sd-1 Hz È mL sn-1H-z È mL � -sn-1 Hz È mL .

Series representations

The inverse Jacobi functions cd-1Hz È mL,  cn-1Hz È mL,  cs-1Hz È mL,  dc-1Hz È mL,  dn-1Hz È mL,  ds-1Hz È mL,  nc-1Hz È mL,
nd-1Hz È mL, ns-1Hz È mL, sc-1Hz È mL, sd-1Hz È mL,  and sn-1Hz È mL  have the following series expansions at the point

z � 0:

cd-1Hz È mL � KHmL - z -
m + 1

6
 z3 -

3 + 2 m + 3 m2

40
 z5 - ¼ �; Hz ® 0L

cn-1Hz È mL � KHmL -
z

1 - m
 1 +

2 m - 1

6 Hm - 1L z2 +
3 - 8 m + 8 m2

40 Hm - 1L2
 z4 + ¼ �; Hz ® 0L

cs-1Hz È mL � ä
1

1 - m
 K

1

1 - m
- KH1 - mL -

z

m - 1
 1 -

m - 2

6 Hm - 1L z2 +
8 - 8 m + 3 m2

40 Hm - 1L2
z4 - ¼ �; Hz ® 0L

dc-1Hz È mL �
1

m
 K

1

m
- z -

H1 + mL z3

6 m
-

I3 + 2 m + 3 m2M z5

40 m2
 ¼ �; Hz ® 0L

dn-1Hz È mL �
1

m - 1
 K

1

1 - m
- z -

H2 - mL z3

6 H1 - mL -
I8 - 8 m + 3 m2M z5

40 H-1 + mL2
- ¼ �; Hz ® 0L

ds-1Hz È mL �
1

m
K

1

m
-

z

m - 1 m
+

H2 m - 1L z3

6 Hm - 1L3�2 m3�2 - ¼ �; Hz ® 0L

nc-1Hz È mL � ä KH1 - mL +
1 - z2

m z2 - 1

z +
2 m - 1

6 m
 z3 +

8 m2 - 8 m + 3

40 m2
 z5 + ¼ �; Hz ® 0L

nd-1Hz È mL � ä KH1 - mL +
1 - z2

z2 - 1

 z +
2 - m

6
 z3 +

8 - 8 m + 3 m2

40
 z5 + ¼ �; Hz ® 0L

ns-1Hz È mL �
1

-m
 -

1

m

-1�2
 KHmL + ä K

1

m
+

1

m
 z +

1 + m

6 m
 z3 +

3 + 2 m + 3 m2

40 m2
 z5 + ¼ �; Hz ® 0L

sc-1Hz È mL � z +
m - 2

6
 z3 +

3 m2 - 8 m + 8

40
 z5 + ¼ �; Hz ® 0L

sd-1Hz È mL � z +
1 - 2 m

6
 z3 +

3 - 8 m + 8 m2

40
 z5 - ¼ �; Hz ® 0L
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sn-1Hz È mL � z +
1 + m

6
 z3 +

3 + 2 m + 3 m2

40
z5 + ¼ �; Hz ® 0L.

The previous expansions are the particular cases of the following series representations of the twelve inverse Jacobi

functions near the point z � 0:

cd-1Hz È mL � KHmL - â
k=0

¥ mk J 1

2
N
k

H2 k + 1L k !
 2F1

1

2
, -k;

1

2
- k;

1

m
z2 k+1

cn-1Hz È mL � KHmL -
1

1 - m
 â
k=0

¥ J m

m-1
Nk J 1

2
N
k

H2 k + 1L k !
 2F1

1

2
, -k;

1

2
- k;

m - 1

m
z2 k+1

cs-1Hz È mL � ä
1

1 - m
 K

1

1 - m
- KH1 - mL - â

k=0

¥ Hm - 1L-k-
1

2 J 1

2
N
k

H2 k + 1L k !
2F1

1

2
, -k;

1

2
- k; 1 - m z2 k+1

dc-1Hz È mL �
1

m
 K

1

m
-

1

m
 â
k=0

¥ m-k J 1

2
N
k

H2 k + 1L k !
 2F1

1

2
, -k;

1

2
- k; m z2 k+1

dn-1Hz È mL �
1

m - 1
 K

1

1 - m
- â

k=0

¥ H1 - mL-k J 1

2
N
k

H2 k + 1L k !
 2F1

1

2
, -k;

1

2
- k; 1 - m z2 k+1

ds-1Hz È mL �
1

m
K

1

m
-

1

m - 1 m
 â
k=0

¥ H-1Lk m-k J 1

2
N
k

H2 k + 1L k !
 2F1

1

2
, -k;

1

2
- k;

m

m - 1
z2 k+1

nc-1Hz È mL � ä KH1 - mL +
1 - z2

z2 - 1 m

 â
k=0

¥ J m-1

m
Nk J 1

2
N
k

H2 k + 1L k !
 2F1

1

2
, -k;

1

2
- k;

m

m - 1
z2 k+1

nd-1Hz È mL � ä KH1 - mL +
1 - z2

z2 - 1

 â
k=0

¥ H1 - mLk J 1

2
N
k

H2 k + 1L k !
 2F1

1

2
, -k;

1

2
- k;

1

1 - m
z2 k+1

ns-1Hz È mL �
1

-m
 -

1

m

-1�2
 KHmL + ä K

1

m
+ â

k=0

¥ m-k-
1

2 J 1

2
N
k

H2 k + 1L k !
 2F1

1

2
, -k;

1

2
- k; m z2 k+1

sc-1Hz È mL � â
k=0

¥ Hm - 1Lk J 1

2
N
k

H2 k + 1L k !
 2F1

1

2
, -k;

1

2
- k;

1

1 - m
z2 k+1

sd-1Hz È mL � â
k=0

¥ H1 - mLk J 1

2
N
k

H2 k + 1L k !
2F1

1

2
, -k;

1

2
- k;

m

m - 1
z2 k+1
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sn-1Hz È mL � â
k=0

¥ mk J 1

2
N
k

H2 k + 1L k !
 2F1

1

2
, -k;

1

2
- k;

1

m
z2 k+1.

The inverse Jacobi functions cd-1Hz È mL,  cn-1Hz È mL,  cs-1Hz È mL,  dc-1Hz È mL,  dn-1Hz È mL,  ds-1Hz È mL,  nc-1Hz È mL,
nd-1Hz È mL, ns-1Hz È mL, sc-1Hz È mL, sd-1Hz È mL,  and sn-1Hz È mL  have the following series expansions at the point

m � 0:

cd-1Hz È mL � cos-1HzL +
1

4
1 - z2 z + cos-1HzL m +

3

64
z 1 - z2 I2 z2 + 3M + cos-1HzL m2 + ¼ �; Hm ® 0L

cn-1Hz È mL � cos-1HzL +
1

4
cos-1HzL - z 1 - z2 m +

3

64
I2 z2 - 5M 1 - z2 z + 3 cos-1HzL m2 + ¼ �; Hm ® 0L

cs-1Hz È mL � cot-1HzL +
Iz2 + 1M cot-1HzL - z

4 Iz2 + 1M  m +
3 J-3 z3 - 5 z + 3 Iz2 + 1M2

cot-1HzLN
64 Iz2 + 1M2

 m2 + ¼ �; Hm ® 0L

dc-1Hz È mL � sec-1HzL +
1

4 z
 z sec-1HzL + 1 -

1

z2
m +

3

64 z3
 3 sec-1HzL z3 + I3 z2 + 2M 1 -

1

z2
m2 + ¼ �; Hm ® 0L

dn-1Hz È mL �
1 - m

m - 1
 -

1

2
 1 +

m

4
+

9 m2

64
+ ¼ logH-mL + logH4L +

logH4L - 1

4
 m +

3 H6 logH4L - 7L
128

m2 + ¼ -

z 1 - z2

z2 - 1

tanh-1HzL
z

+
1

4

tanh-1HzL
z

+
1

1 - z2
m +

3 J-3 z3 + 5 z + 3 Iz2 - 1M2
tanh-1HzLN

64 z Iz2 - 1M2
 m2 + ¼ �; Hm ® 0L

ds-1Hz È mL �

csc-1HzL +
1

4
csc-1HzL +

z2 + 1

z I1 - z2M  1 -
1

z2
m +

1

64
9 csc-1HzL -

I9 z6 - 12 z4 - 11 z2 + 6M
z3 Iz2 - 1M2

 1 -
1

z2
m2 + ¼ �; Hm ® 0L

nc-1Hz È mL � sec-1HzL +
1

4 z
 z sec-1HzL - 1 -

1

z2
m +

3

64 z3
 3 sec-1HzL z3 + I2 - 5 z2M 1 -

1

z2
m2 + ¼ �; Hm ® 0L

nd-1Hz È mL � -
ä

2
1 +

m

4
+

9 m2

64
+ ¼ logHmL + ä logH4L +

ä

4
HlogH4L - 1L m +

3 ä

128
H6 logH4L - 7L m2 + ¼ +

1 - z2

z2 - 1

 tanh-1HzL +
1

4

z

z2 - 1
+ tanh-1HzL m +

3

64

I5 z2 - 3M z

Iz2 - 1M2
+ 3 tanh-1HzL m2 + ¼ �; Hm ® 0L

ns-1Hz È mL � csc-1HzL -
1

4 z
 1 -

1

z2
- z csc-1HzL m -

3

64 z3
 1 -

1

z2
I3 z2 + 2M - 3 z3 csc-1HzL m2 - ¼ �; Hm ® 0L
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sc-1Hz È mL � tan-1HzL +
Iz2 + 1M tan-1HzL - z

4 Iz2 + 1M  m +
3 J-5 z3 - 3 z + 3 Iz2 + 1M2

tan-1HzLN
64 Iz2 + 1M2

m2 + ¼ �; Hm ® 0L

sd-1Hz È mL � sin-1HzL +
z 1 - z2 Iz2 + 1M + Iz2 - 1M sin-1HzL

4 Iz2 - 1M  m -

z 1 - z2 I6 z6 - 11 z4 - 12 z2 + 9M - 9 Iz2 - 1M2
sin-1HzL

64 Iz2 - 1M2
 m2 + ¼ �; Hm ® 0L

sn-1Hz È mL � sin-1HzL -
1

4
z 1 - z2 - sin-1HzL m -

3

64
z I2 z2 + 3M 1 - z2 - 3 sin-1HzL m2 + ¼ �; Hm ® 0L.

The previous expansions are the particular cases of the following series representations of the twelve inverse Jacobi

functions near the point m � 0:

cd-1Hz È mL � â
k=0

¥ Π J 1

2
N
k

J 1

2
N
k

2 k !2
-

J 1

2
N
k

z2 k+1

H2 k + 1L k !
2F1

1

2
, k +

1

2
; k +

3

2
; z2 mk

cn-1Hz È mL � â
k=0

¥ J 1

2
N
k

k !
 

Π

2 k !
 G k +

1

2
- z 2F1

1

2
,

1

2
- k;

3

2
; z2 mk

cs-1Hz È mL � â
k=0

¥ J 1

2
N
k

z-2 k-1

H2 k + 1L k !
2F1 k +

1

2
, k + 1; k +

3

2
; -

1

z2
mk

dc-1Hz È mL � â
k=0

¥ J 1

2
N
k

k !
 

Π GJk + 3

2
N

H2 k + 1L k !
-

z-2 k-1

2 k + 1
 2F1

1

2
, k +

1

2
; k +

3

2
;

1

z2
mk

dn-1Hz È mL �
1

m - 1
 K

1

1 - m
-

z 1 - z2

z2 - 1

 â
k=0

¥ J 1

2
N
k

k !
2F1

1

2
, k + 1;

3

2
; z2 mk

ds-1Hz È mL � â
k=0

¥ â
j=0

¥ z-2 j-2 k-1 H-1L j+k J 1

2
N

j
J 1

2
N
k

H2 j + 2 k + 1L j ! k !
2F1 j +

1

2
, j + k +

1

2
; j + k +

3

2
;

1

z2
m j+k

nc-1Hz È mL � â
k=0

¥ J 1

2
N
k

k !

Π

2 k !
 G k +

1

2
-

1

z
 2F1

1

2
,

1

2
- k;

3

2
;

1

z2
mk

nd-1Hz È mL � ä KH1 - mL +
1 - z2

z2 - 1

 â
k=0

¥ H-1Lk J 1

2
N
k

z2 k+1

H2 k + 1L k !
 2F1 k +

1

2
, k + 1; k +

3

2
; z2 mk
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ns-1Hz È mL � â
k=0

¥ z-2 k-1 J 1

2
N
k

k ! H2 k + 1L  2F1

1

2
, k +

1

2
; k +

3

2
;

1

z2
mk

sc-1Hz È mL � â
k=0

¥ z2 k+1 J 1

2
N
k

k ! H2 k + 1L  2F1 k +
1

2
, k + 1; k +

3

2
; -z2 mk

sd-1Hz È mL � â
j=0

¥ â
k=0

j H-1L j J 1

2
N

j-k
J 1

2
N
k

H2 j + 1L H j - kL ! k !
 z2 j+1

2F1 j +
1

2
, k +

1

2
; j +

3

2
; z2 m j

sn-1Hz È mL � â
k=0

¥ J 1

2
N
k

z2 k+1

H2 k + 1L k !
2F1

1

2
, k +

1

2
; k +

3

2
; z2 mk.

Integral representations

The inverse Jacobi functions cd-1Hz È mL,  cn-1Hz È mL,  cs-1Hz È mL,  dc-1Hz È mL,  dn-1Hz È mL,  ds-1Hz È mL,  nc-1Hz È mL,
nd-1Hz È mL, ns-1Hz È mL, sc-1Hz È mL, sd-1Hz È mL, and sn-1Hz È mL have the following integral representations, which

can be used for their definitions:

cd-1Hz È mL � à
z

1 1

1 - t2 1 - m t2

 â t �; -1 < z < 1 ß m < 1

cn-1Hz È mL � à
z

1 1

1 - t2 m t2 - m + 1

 â t �; -1 < z < 1 í m Iz2 - 1M > -1

cs-1Hz È mL � à
z

¥ 1

t2 + 1 t2 - m + 1

 â t �; z Î R í z2 - m > -1

dc-1Hz È mL � à
1

z 1

t2 - 1 t2 - m

 â t �; z Î R í z2 > 1 í z2 - m > 0 í m < 1

dn-1Hz È mL � à
z

1 1

1 - t2 t2 + m - 1

 â t �; -1 < z < 1 í z2 + m > 1

ds-1Hz È mL � à
z

¥ 1

t2 + m t2 + m - 1

 â t �; z Î R í z2 + m > 1

nc-1Hz È mL � à
1

z 1

t2 - 1 H1 - mL t2 + m

 â t �; z Î R í z2 > 1 í H1 - mL z2 + m > 0

nd-1Hz È mL � à
1

z 1

t2 - 1 1 - H1 - mL t2

 â t �; z Î R í z2 > 1 í H1 - mL z2 < 1 í m > 0
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ns-1Hz È mL � à
z

¥ 1

t2 - 1 t2 - m

 â t �; z Î R í z2 > 1 í z2 > m

sc-1Hz È mL � à
0

z 1

t2 + 1 H1 - mL t2 + 1

 â t �; z Î R í H1 - mL z2 > -1

sd-1Hz È mL � à
0

z 1

m t2 + 1 1 - H1 - mL t2

 â t �; z Î R í m z2 > -1 í H1 - mL z2 < 1

sn-1Hz È mL � à
0

z 1

1 - t2 1 - m t2

 â t �; -1 < z < 1 í m z2 < 1.

Transformations

Some inverse Jacobi functions satisfy additional formulas, for example:

cn-1Hz1 È mL + cn-1Hz2 È mL � cn-1
z1 z2 - I1 - z1

2M Im z1
2 + H1 - mLM I1 - z2

2M Im z2
2 + H1 - mLM

1 - m I1 - z1
2M I1 - z2

2M m

dn-1Hz1 È mL + dn-1Hz2 È mL � dn-1
m z1 z2 + I1 - z1

2M Iz1
2 + m - 1M I1 - z2

2M Iz2
2 + m - 1M

m - I1 - z1
2M I1 - z2

2M m

sn-1Hz1 È mL + sn-1Hz2 È mL � sn-1
I1 - z2

2M I1 - m z2
2M z1 + I1 - z1

2M I1 - m z1
2M z2

1 - m z1
2 z2

2
m �;

z1 Î R í z2 Î R í m Î R í -
1

m
< z1 <

1

m
í -

1

m
< z2 <

1

m
.

Identities

The inverse Jacobi functions cd-1Hz È mL,  cn-1Hz È mL,  cs-1Hz È mL,  dc-1Hz È mL,  dn-1Hz È mL,  ds-1Hz È mL,  nc-1Hz È mL,
nd-1Hz È mL, ns-1Hz È mL, sc-1Hz È mL, sd-1Hz È mL, and sn-1Hz È mL satisfy nonlinear functional equations:

IIz2
2 - 1M m z1

2 - m z2
2 + 1M cdHwHz1L + wHz2L È mL2 + 2 Hm - 1L z1 z2 cdHwHz1L + wHz2L È mL + z2

2 + z1
2 I1 - m z2

2M � 1 �; wHzL � cd-1Hz È mL
IIz2

2 - 1M m z1
2 - m z2

2 + m - 1M cnHwHz1L + wHz2L È mL2 + 2 z1 z2 cnHwHz1L + wHz2L È mL + I-m z2
2 + m - 1M z1

2 + Hm - 1L Iz2
2 - 1M � 0 �;

wHzL � cn-1Hz È mL
Iz1

2 - z2
2M2

csHwHz1L + wHz2L È mL4 +

2 I-z2
2 z1

4 + I-z2
4 + 2 Hm - 2L z2

2 + m - 1M z1
2 + Hm - 1L z2

2M csHwHz1L + wHz2L È mL2 + Iz1
2 z2

2 + m - 1M2
� 0 �; wHzL � cs-1Hz È mL

IIz2
2 - 1M z1

2 - z2
2 + mM dcHwHz1L + wHz2L È mL2 - 2 Hm - 1L z1 z2 dcHwHz1L + wHz2L È mL + Iz2

2 - 1M m + z1
2 Im - z2

2M � 0 �;
wHzL � dc-1Hz È mL

Iz2
2 + m + Iz2

2 - 1M I-z1
2M - 1M dnHwHz1L + wHz2L È mL2 - 2 m z1 z2 dnHwHz1L + wHz2L È mL + Iz2

2 + m - 1M z1
2 + Hm - 1L Iz2

2 - 1M � 0 �;
wHzL � dn-1Hz È mL
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Iz1
2 - z2

2M2
dsHwHz1L + wHz2L È mL4 - 2 Iz2

2 z1
4 + Iz2

4 + H4 m - 2L z2
2 + Hm - 1L mM z1

2 + Hm - 1L m z2
2M dsHwHz1L + wHz2L È mL2 +

IHm - 1L m - z1
2 z2

2M2
� 0 �; wHzL � ds-1Hz È mL

IHm - 1L Iz2
2 - 1M z1

2 - Hm - 1L z2
2 + mM ncHwHz1L + wHz2L È mL2 - 2 z1 z2 ncHwHz1L + wHz2L È mL + Iz2

2 - 1M m + z1
2 Im - Hm - 1L z2

2M � 0 �;
wHzL � nc-1Hz È mL

IHm - 1L Iz2
2 - 1M z1

2 - Hm - 1L z2
2 - 1M ndHwHz1L + wHz2L È mL2 + 2 m z1 z2 ndHwHz1L + wHz2L È mL - z2

2 - z1
2 IHm - 1L z2

2 + 1M + 1 � 0 �;
wHzL � nd-1Hz È mL

Iz1
2 - z2

2M2
nsHwHz1L + wHz2L È mL4 + I-2 z2

2 z1
4 + I-2 z2

4 + 4 Hm + 1L z2
2 - 2 mM z1

2 - 2 m z2
2M nsHwHz1L + wHz2L È mL2 + Im - z1

2 z2
2M2

� 0 �;
wHzL � ns-1Hz È mL

IHm - 1L z1
2 z2

2 + 1M2
scHwHz1L + wHz2L È mL4 +

2 Iz1
2 IHm - 1L z2

4 + IHm - 1L z1
2 + 2 Hm - 2LM z2

2 - 1M - z2
2M scHwHz1L + wHz2L È mL2 + Iz1

2 - z2
2M2

� 0 �; wHzL � sc-1Hz È mL
IHm - 1L m z1

2 z2
2 - 1M2

sdHwHz1L + wHz2L È mL4 -

2 IIIHm - 1L Iz1
2 + z2

2M m + 4 m - 2M z2
2 + 1M z1

2 + z2
2M sdHwHz1L + wHz2L È mL2 + Iz1

2 - z2
2M2

� 0 �; wHzL � sd-1Hz È mL
Im z1

2 z2
2 - 1M2

snHwHz1L + wHz2L È mL4 - 2 IIIm Iz1
2 + z2

2M - 2 Hm + 1LM z2
2 + 1M z1

2 + z2
2M snHwHz1L + wHz2L È mL2 + Iz1

2 - z2
2M2

� 0 �;
wHzL � sn-1Hz È mL.

Representations of derivatives

The  derivatives  of  the  inverse  Jacobi  functions  cd-1Hz È mL,  cn-1Hz È mL,  cs-1Hz È mL,  dc-1Hz È mL,  dn-1Hz È mL,
ds-1Hz È mL, nc-1Hz È mL, nd-1Hz È mL, ns-1Hz È mL, sc-1Hz È mL, sd-1Hz È mL, and sn-1Hz È mL with respect to variable z can

be expressed through direct and inverse Jacobi functions:

¶cd-1Hz È mL
¶z

�
1

Hm - 1L ndIcd-1Hz È mL É mM sdIcd-1Hz È mL É mM
¶cn-1Hz È mL

¶z
� -

1

dnIcn-1Hz È mL É mM snIcn-1Hz È mL É mM
¶cs-1Hz È mL

¶z
� -

1

dsIcs-1Hz È mL É mM nsIcs-1Hz È mL É mM
¶dc-1Hz È mL

¶z
�

1

H1 - mL ncIdc-1Hz È mL É mM scIdc-1Hz È mL É mM
¶dn-1Hz È mL

¶z
� -

1

m cnIdn-1Hz È mL É mM snIdn-1Hz È mL É mM
¶ds-1Hz È mL

¶z
� -

1

csIds-1Hz È mL É mM nsIds-1Hz È mL É mM
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¶nc-1Hz È mL
¶z

�
1

dcInc-1Hz È mL É mM scInc-1Hz È mL É mM
¶nd-1Hz È mL

¶z
�

1

m cdInd-1Hz È mL É mM sdInd-1Hz È mL É mM
¶ns-1Hz È mL

¶z
� -

1

csIns-1Hz È mL É mM dsIns-1Hz È mL É mM
¶sc-1Hz È mL

¶z
�

1

dcIsc-1Hz È mL É mM ncIsc-1Hz È mL É mM
¶sd-1Hz È mL

¶z
�

1

cdIsd-1Hz È mL É mM ndIsd-1Hz È mL É mM
¶sn-1Hz È mL

¶z
�

1

cnIsn-1Hz È mL É mM dnIsn-1Hz È mL É mM .

The previous formulas can be generalized to the following symbolic derivatives of the n th  order with respect to

variable z:

¶n cd-1Hz È mL
¶zn

� ∆n cd-1Hz È mL - â
j=0

n-1 H1 - nL2 Hn- jL-2

Hn - j - 1L ! H2 zLn-2 j-1
 â
k=0

j
j

k

1

2 k

1

2 j-k
m j-k I1 - z2M-k-

1

2 I1 - m z2Mk- j-
1

2 �; n Î N

¶n cn-1Hz È mL
¶zn

�

∆n cn-1Hz È mL - â
j=0

n-1 H1 - nL2 Hn- jL-2

Hn - j - 1L ! H2 zLn-2 j-1
â
k=0

j H-1L j+k j

k

1

2 k

1

2 j-k
m j-k I1 - z2M-k-

1

2 Im z2 - m + 1Mk- j-
1

2 �; n Î N

¶n cs-1Hz È mL
¶zn

� ∆n cs-1Hz È mL - â
j=0

n-1 H-1L j H1 - nL2 Hn- jL-2

Hn - j - 1L ! H2 zL-2 j+n-1
 â
k=0

j
j

k

1

2 k

1

2 j-k
Iz2 + 1M-k-

1

2 Iz2 - m + 1Mk- j-
1

2 �; n Î N

¶n dc-1Hz È mL
¶zn

� ∆n dc-1Hz È mL - â
j=0

n-1 H-1L j-1 H1 - nL2 Hn- jL-2

Hn - j - 1L ! H2 zLn-2 j-1
 â
k=0

j
j

k

1

2 k

1

2 j-k
Iz2 - 1M-k-

1

2 Iz2 - mMk- j-
1

2 �; n Î N

¶n dn-1Hz È mL
¶zn

� ∆n dn-1Hz È mL - â
j=0

n-1 H1 - nL2 Hn- jL-2

Hn - j - 1L ! H2 zLn-2 j-1
 â
k=0

j H-1L j+k j

k

1

2 k

1

2 j-k
I1 - z2M-k-

1

2 Iz2 + m - 1Mk- j-
1

2 �; n Î N

¶n ds-1Hz È mL
¶zn

� ∆n ds-1Hz È mL + â
j=0

n-1 H1 - nL2 Hn- jL-2

Hn - j - 1L ! H2 zLn-2 j-1
 â
k=0

j H-1L j j

k

1

2 k

1

2 j-k
Iz2 + m - 1M-k-

1

2 Iz2 + mMk- j-
1

2 �; n Î N
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¶n nc-1Hz È mL
¶zn

�

∆n nc-1Hz È mL - â
j=0

n-1 H1 - nL2 Hn- jL-2

Hn - j - 1L ! H2 zLn-2 j-1
 â
k=0

j H-1Lk j

k

1

2 k

1

2 j-k
Hm - 1L j-k Iz2 - 1M-k-

1

2 IH1 - mL z2 + mMk- j-
1

2 �; n Î N

¶n nd-1Hz È mL
¶zn

�

∆n nd-1Hz È mL - â
j=0

n-1 H1 - nL2 Hn- jL-2

Hn - j - 1L ! H2 zLn-2 j-1
â
k=0

j H-1Lk j

k

1

2 k

1

2 j-k
H1 - mL j-k Iz2 - 1M-k-

1

2 I1 - H1 - mL z2Mk- j-
1

2 �; n Î N

¶n ns-1Hz È mL
¶zn

� ns-1Hz È mL ∆n + â
j=0

n-1 H-1L j-1 H1 - nL2 Hn- jL-2

Hn - j - 1L ! H2 zL-2 j+n-1
 â
k=0

j
j

k

1

2 k

1

2 j-k
Iz2 - 1M-k-

1

2 Iz2 - mMk- j-
1

2 �; n Î N

¶n sc-1Hz È mL
¶zn

�

∆n sc-1Hz È mL - â
j=0

n-1 H-1L j-1 H1 - nL2 Hn- jL-2

Hn - j - 1L ! H2 zLn-2 j-1
 â
k=0

j
j

k

1

2 k

1

2 j-k
H1 - mL j-k Iz2 + 1M-k-

1

2 IH1 - mL z2 + 1Mk- j-
1

2 �; n Î N

¶n sd-1Hz È mL
¶zn

�

∆n sd-1Hz È mL + â
j=0

n-1 H-1L j m j H1 - nL2 Hn- jL-2

Hn - j - 1L ! H2 zLn-2 j-1
 â
k=0

j
j

k

1

2 k

1

2 j-k

m - 1

m

j-k Im z2 + 1M-k-
1

2 I1 - H1 - mL z2Mk- j-
1

2 �; n Î N

¶n sn-1Hz È mL
¶zn

� sn-1Hz È mL ∆n + â
j=0

n-1 H1 - nL2 Hn- jL-2

Hn - j - 1L ! H2 zL-2 j+n-1
 â
k=0

j
j

k

1

2 k

1

2 j-k
m j-k I1 - z2M-k-

1

2 I1 - m z2Mk- j-
1

2 �; n Î N.

The  derivatives  of  the  inverse  Jacobi  functions  cd-1Hz È mL,  cn-1Hz È mL,  cs-1Hz È mL,  dc-1Hz È mL,  dn-1Hz È mL,
ds-1Hz È mL, nc-1Hz È mL, nd-1Hz È mL, ns-1Hz È mL, sc-1Hz È mL, sd-1Hz È mL, and sn-1Hz È mL with respect to variable m

have more complicated representations that include direct and inverse Jacobi functions and the elliptic integral

EHamHz È mL È mL:
¶cd-1Hz È mL

¶m
�

EIamIcd-1Hz È mL É mM É mM + Hm - 1L cd-1Hz È mL
2 H1 - mL m

¶cn-1Hz È mL
¶m

�
EIamIcn-1Hz È mL É mM É mM + Hm - 1L cn-1Hz È mL - m cdIcn-1Hz È mL É mM snIcn-1Hz È mL É mM

2 H1 - mL m

¶cs-1Hz È mL
¶m

�
-EIamIcs-1Hz È mL É mM É mM + H1 - mL cs-1Hz È mL + m cdIcs-1Hz È mL É mM snIcs-1Hz È mL É mM

2 Hm - 1L m

¶dc-1Hz È mL
¶m

�
EIamIdc-1Hz È mL É mM É mM - H1 - mL dc-1Hz È mL

2 H1 - mL m
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¶dn-1Hz È mL
¶m

�
EIamIdn-1Hz È mL É mM É mM + Hm - 1L dn-1Hz È mL - z scIdn-1Hz È mL É mM

2 H1 - mL m

¶ds-1Hz È mL
¶m

�
1

2 Hm - 1L m
 I-EIamIds-1Hz È mL É mM É mM + H1 - mL ds-1Hz È mL + m dnIds-1Hz È mL É mM scIds-1Hz È mL É mMM

¶nc-1Hz È mL
¶m

�
1

2 Hm - 1L m
 I-EIamInc-1Hz È mL É mM É mM + H1 - mL nc-1Hz È mL + m cdInc-1Hz È mL É mM snInc-1Hz È mL É mMM

¶nd-1Hz È mL
¶m

�
1

2 Hm - 1L m
 

scInd-1Hz È mL É mM
z

- EIamInd-1Hz È mL É mM É mM + H1 - mL nd-1Hz È mL
¶ns-1Hz È mL

¶m
�

1

2 Hm - 1L m
 

m cdIns-1Hz È mL É mM
z

- EIamIns-1Hz È mL É mM É mM + H1 - mL ns-1Hz È mL
¶sc-1Hz È mL

¶m
�

1

2 Hm - 1L m
 I-EIamIsc-1Hz È mL É mM É mM + H1 - mL sc-1Hz È mL + m cdIsc-1Hz È mL É mM snIsc-1Hz È mL É mMM

¶sd-1Hz È mL
¶m

�
1

2 Hm - 1L m
 I-EIamIsd-1Hz È mL É mM É mM + H1 - mL sd-1Hz È mL + m dnIsd-1Hz È mL É mM scIsd-1Hz È mL É mMM

¶sn-1Hz È mL
¶m

�
EIsin-1HzL É mM - H1 - mL FIsin-1HzL É mM - m z cdIFIsin-1HzL É mM É mM

2 H1 - mL m
.

The previous formulas can be generalized to the following symbolic derivatives of the n th  order with respect to

variable z:

¶n cd-1Hz È mL
¶mn

�
Π m-n

2
2F

�
1

1

2
,

1

2
; 1 - n; m -

H-1Ln Π z2 n+1

H2 n + 1L GJ 1

2
- nN F1 n +

1

2
;

1

2
, n +

1

2
; n +

3

2
; z2, m z2 �; n Î N

¶n cn-1Hz È mL
¶mn

�
H-1Ln Π I1 - z2Mn+

1

2

H2 n + 1L GJ 1

2
- nN  F1 n +

1

2
;

1

2
, n +

1

2
; n +

3

2
; 1 - z2, m I1 - z2M �; n Î N

¶n cs-1Hz È mL
¶mn

�
H-1Ln Π z-2 n-1

H2 n + 1L GJ 1

2
- nN F1 n +

1

2
;

1

2
, n +

1

2
; n +

3

2
; -

1

z2
, -

1 - m

z2
�; n Î N

¶n dc-1Hz È mL
¶mn

�
H-1Ln-1 Π  z-2 n-1

H2 n + 1L GJ 1

2
- nN F1 n +

1

2
;

1

2
, n +

1

2
; n +

3

2
;

1

z2
,

m

z2
+

Π m-n

2
2F

�
1

1

2
,

1

2
; 1 - n; m �; n Î N

¶n dn-1Hz È mL
¶mn

�
Π Hm - 1L-n-

1

2

2 GJ 1

2
- nN Π 2F1

1

2
, n +

1

2
; 1;

1

1 - m
- 2 z F1

1

2
;

1

2
, n +

1

2
;

3

2
; z2,

z2

1 - m
�; n Î N
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¶n ds-1Hz È mL
¶mn

�
z-2 n-1

2 n + 1
 â
k=0

n n

k

1

2
- k

k
k - n +

1

2 n-k
F1 n +

1

2
; -k + n +

1

2
, k +

1

2
; n +

3

2
;

1 - m

z2
, -

m

z2
�;

 z¤ > 1 ß  m¤ > 1 ß n Î N

¶n nc-1Hz È mL
¶mn

�
H-1Ln Π

H2 n + 1L GJ 1

2
- nN 1 -

1

z2

n+
1

2

F1 n +
1

2
;

1

2
, n +

1

2
; n +

3

2
; 1 -

1

z2
, m 1 -

1

z2
�; n Î N

¶n nd-1Hz È mL
¶mn

�
Π ä

2
Hm - 1L-n 2F

�
1

1

2
,

1

2
; 1 - n; 1 - m +

ä Π z2 n+1

H2 n + 1L GJ 1

2
- nN  F1 n +

1

2
;

1

2
, n +

1

2
; n +

3

2
; z2, H1 - mL z2 �; n Î N

¶n ns-1Hz È mL
¶mn

�
H-1Ln Π z-2 n-1

H2 n + 1L GJ 1

2
- nN  F1 n +

1

2
;

1

2
, n +

1

2
; n +

3

2
;

1

z2
,

m

z2
�;  z¤ > 1 ß n Î N

¶n sc-1Hz È mL
¶mn

�
H-1Ln Π z2 n+1

H2 n + 1L GJ 1

2
- nN  F1 n +

1

2
;

1

2
, n +

1

2
; n +

3

2
; -z2, Hm - 1L z2 �; n Î N

¶n sd-1Hz È mL
¶mn

�
z2 n+1

2 n + 1
â
k=0

n n

k

1

2
- k

k
k - n +

1

2 n-k
F1 n +

1

2
;

1

2
- k + n, k +

1

2
; n +

3

2
; H1 - mL z2, -m z2 �; n Î N

¶n sn-1Hz È mL
¶mn

�
H-1Ln Π z2 n+1

H2 n + 1L GJ 1

2
- nN  F1 n +

1

2
;

1

2
, n +

1

2
; n +

3

2
; z2, m z2 �; n Î N.

Integration

The  indefinite  integrals  of  the  twelve  inverse  Jacobi  functions  cd-1Hz È mL,  cn-1Hz È mL,  cs-1Hz È mL,  dc-1Hz È mL,
dn-1Hz È mL, ds-1Hz È mL, nc-1Hz È mL, nd-1Hz È mL, ns-1Hz È mL, sc-1Hz È mL, sd-1Hz È mL, and sn-1Hz È mL with respect to

variable z can be expressed through direct and inverse Jacobi and elementary functions by the following formulas:

à cd-1Hz È mL â z � z cd-1Hz È mL +
logI m sdIcd-1Hz È mL É mM - ndIcd-1Hz È mL É mMN

m

à cn-1Hz È mL â z � z cn-1Hz È mL +
ä

m
 log

ä dnIcn-1Hz È mL É mM
m

- snIcn-1Hz È mL É mM

à cs-1Hz È mL â z � z cs-1Hz È mL + logIdsIcs-1Hz È mL É mM + nsIcs-1Hz È mL É mMM
à dc-1Hz È mL â z � dc-1Hz È mL z - logIncIdc-1Hz È mL É mM + scIdc-1Hz È mL É mMM
à dn-1Hz È mL â z � dn-1Hz È mL z - ä logIä cnIdn-1Hz È mL É mM + snIdn-1Hz È mL É mMM
à ds-1Hz È mL â z � z ds-1Hz È mL + logIcsIds-1Hz È mL É mM + nsIds-1Hz È mL É mMM
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à nc-1Hz È mL â z � nc-1Hz È mL z -
1

1 - m
 log

dcInc-1Hz È mL É mM
1 - m

+ scInc-1Hz È mL É mM

à nd-1Hz È mL â z � nd-1Hz È mL z -
1

m - 1
 log

cdInd-1Hz È mL É mM
m - 1

+ sdInd-1Hz È mL É mM

à ns-1Hz È mL â z � z ns-1Hz È mL + logIcsIns-1Hz È mL É mM + dsIns-1Hz È mL É mMM

à sc-1Hz È mL â z � sc-1Hz È mL z -
1

1 - m
 log

dcIsc-1Hz È mL É mM
1 - m

+ ncIsc-1Hz È mL É mM

à sd-1Hz È mL â z � sd-1Hz È mL z -
1

m - 1 m
 log

cdIsd-1Hz È mL É mM
m - 1

+
ndIsd-1Hz È mL É mM

m

à sn-1Hz È mL â z � sn-1Hz È mL z -
logIdnIsn-1Hz È mL É mM - m cnIsn-1Hz È mL É mMN

m
.

The  indefinite  integrals  of  the  twelve  inverse  Jacobi  functions  cd-1Hz È mL,  cn-1Hz È mL,  cs-1Hz È mL,  dc-1Hz È mL,
dn-1Hz È mL, ds-1Hz È mL, nc-1Hz È mL, nd-1Hz È mL, ns-1Hz È mL, sc-1Hz È mL, sd-1Hz È mL, and sn-1Hz È mL with respect to

variable m can be expressed through direct and inverse Jacobi and elementary functions by the following formulas:

à cd-1Hz È mL â m � 2 EHmL -
1

z
 z EIsin-1HzL É mM + Hm - 1L z FIsin-1HzL É mM + 1 - z2 1 - m z2 + Hm - 1L KHmL �;

-1 < z < 1 ß m < 1

à cn-1Hz È mL â m � 2
z m Iz2 - 1M + 1 - z

1 - z2

+ ä m E ä sinh-1
m

1 - m

m - 1

m
- E ä sinh-1

m z

1 - m

m - 1

m
-

F ä sinh-1
m

1 - m

m - 1

m
+ F ä sinh-1

m z

1 - m

m - 1

m
�; z < 1 ß 0 < m < 1

à dc-1Hz È mL â m � 2 m E
1

m
- E sin-1HzL 1

m
�; -1 < z < 1 ß m > 1 Þ z > 1 ß m < 1

à dn-1Hz È mL â m � 2 m - 1 E
1

1 - m
- E sin-1HzL 1

1 - m
�; z < 1 ß m > 1

à ds-1Hz È mL â m � 2
z2 + m - 1 z2 + m

z
- z log

z2 + m - 1 + z2 + m

2 z
+ 1 +

m - 1 ä E ä sinh-1
m - 1

z

m

m - 1
- F ä sinh-1

m - 1

z

m

m - 1
�; z > 0 ß m > 0
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à nc-1Hz È mL â m �

-2
z - z m - m z2 + z2

z2 - 1

+ 1 - m E ä sinh-1
1 - m

m

m

m - 1
- E ä sinh-1

1 - m z

m

m

m - 1
- F

ä sinh-1
1 - m

m

m

m - 1
+ F ä sinh-1

1 - m z

m

m

m - 1
�; z > 1 ß m > 0

à nd-1Hz È mL â m �

2

z
-ä 1 - z2 Hm - 1L z2 + 1 - m - 1 z E ä sinh-1I m - 1 N 1

1 - m
+ m - 1 z E ä sinh-1I m - 1 zN 1

1 - m
�;

z > 1 ß m > 1

à ns-1Hz È mL â m � 2 -z - m E
1

m
+ EHmL + m E sin-1HzL 1

m
+ Hm - 1L KHmL �; z > 1 ß m < 1

à sc-1Hz È mL â m �
2

z
 ä 1 - m z E ä sinh-1I 1 - m zN 1

1 - m
+ z2 + 1 1 - m z2 + z2 - 1 �; z Î R í H1 - mL z2 > -1

à sd-1Hz È mL â m � 2 m - 1 ä E ä sinh-1I m - 1 zN m

m - 1
- F ä sinh-1I m - 1 zN m

m - 1
+

1

z Hm - 1L z2 + 1

 2 Hm - 1L m z2 + 1 z2 - Hm - 1L z2 + 1

log
1

4
H2 m - 1L z2 + 2 Hm - 1L z2 + 1 m z2 + 1 + 2 - 2 Hm - 1L z2 + 1 + 2 m z2 + 1 �; z > 0 ß m > 0

à sn-1Hz È mL â m � 2
1 - z2 1 - m z2 - 1

z
+ EIsin-1HzL É mM + Hm - 1L FIsin-1HzL É mM �; -1 < z < 1 ß m < 1.

Differential equations

The  twelve  inverse  Jacobi  functions  cd-1Hz È mL,  cn-1Hz È mL,  cs-1Hz È mL,  dc-1Hz È mL,  dn-1Hz È mL,  ds-1Hz È mL,
nc-1Hz È mL, nd-1Hz È mL, ns-1Hz È mL, sc-1Hz È mL, sd-1Hz È mL, and sn-1Hz È mL are the special solutions of the following

second-order ordinary nonlinear differential equations:

w¢¢HzL + I2 m z2 - m - 1M z w¢HzL3 � 0 �; wHzL � cd-1Hz È mL
w¢¢HzL - I2 m z2 - 2 m + 1M z w¢HzL3 � 0 �; wHzL � cn-1Hz È mL
w¢¢HzL + I2 z2 - m + 2M z w¢HzL3 � 0 �; wHzL � cs-1Hz È mL
w¢¢HzL + I2 z2 - m - 1M z w¢HzL3 � 0 �; wHzL � dc-1Hz È mL
w¢¢HzL - I2 z2 + m - 2M z w¢HzL3 � 0 �; wHzL � dn-1Hz È mL
w¢¢HzL + I2 z2 + 2 m - 1M z w¢HzL3 � 0 �; wHzL � ds-1Hz È mL
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w¢¢HzL + I2 H1 - mL z2 + 2 m - 1M z w¢HzL3 � 0 �; wHzL � nc-1Hz È mL
w¢¢HzL - I2 H1 - mL z2 + m - 2M z w¢HzL3 � 0 �; wHzL � nd-1Hz È mL
w¢¢HzL + I2 z2 - m - 1M z w¢HzL3 � 0 �; wHzL � ns-1Hz È mL
w¢¢HzL + I2 H1 - mL z2 - m + 2M z w¢HzL3 � 0 �; wHzL � sc-1Hz È mL
w¢¢HzL - I2 H1 - mL m z2 - 2 m + 1M z w¢HzL3 � 0 �; wHzL � sd-1Hz È mL
w¢¢HzL + I2 m z2 - m - 1M z w¢HzL3 � 0 �; wHzL � sn-1Hz È mL.

Applications of the inverse Jacobi functions

Fields of application of the inverse Jacobi functions include most of the application areas of the direct functions. In

many applications, the need for the inversion of the elliptic function fortunately does not arise. In cases where

inversion is needed, the invese Jacobi elliptic functions are very useful tools for calculations. 
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